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— jesli 2(A,B) > 0,to B /" A,
— jesli 2(A,B) <0, to B\ A.

9.4 Prawdopodobienstwo catkowite

W pojemniku U sa dwie urny identyczne w dotyku i wygladzie zewnetrznym:
urna Up — z dwiema kulami bialymi i jedna czarng i

urna U, — z jedng kulg biala i dwiema czarnymi.

Doswiadczenie losowe d rozpoczynie sie od losowania urny z pojemnika U.
Nastepnie, bez zagladania do wnetrza wylosowanej urny, bedzie z niej losowana
kula n razy ze zwracaniem.

5ol e
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rys. 9.4 Pojemnik U z dwiema urnami: U, i Uy

Rozwazmy zdarzenia zwiazane z doswiadczeniem losowym d:
B = {wylosowana za j-tym razem kula bedzie biala},
= {wylosowana za j-tym razem kula bedzie czarna},j =1,2,3,.

Dla kazdego Jj=1,2,3,...,n zdarzenia B; i C; s przeciwe. WeZmy tu réwniez
pod uwage zdarzenia zwiazane z losowaniem urny:

B = {wylosowana na poczatku urna to Uy},

C = {wylosowana na poczatku urna to U.}.
Zdarzenia B i C tworza uklad zupelny zdarzen i P(B) = P(C) = 3.
Z jakim prawdopodobienstwem — w opisanym do$wiadczeniu losowym d —
kula wylosowana za pierwszym razem bedzie czarna?

3 3 P(B) P(C)
9 Ub 1 1 Uc 9 Ub Uc
3 3 3 3 N(CI|BW(CI|C)
3 o e O e °

rys. 9.5 Drzewo stochastyczne dla losowania kuli z wylosowanej urny

W zadaniu chodzi o P(C)). Zauwaz, ze P(C1|B) = % i P(C1|C) = 2. Znamy

prawdopodobiefnistwa warunkowe zdarzenia C7, znamy prawdopodobienstwa

tych ,warunkéw”, przy czym ,warunki” te tworzg uklad zupelny zdarzen.

Pytamy, Jak w tej sytuaCJl obliczyé P(CY). Z drzewa na rys. 9.5 wynika, ze:
P(Ci)=5-3+3°3=3
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Ta odpowiedz wynika natychmiast z pewnych symetrii. Szanse kazdej z
urn sg rowne i w jednej z urn jest tyle kul biatych, co w drugiej czarnych
i na odwrét. Nie ma wiec podstaw, aby wylosowanie kuli czarnej uwazaé za
bardziej lub mniej prawdopodobne niz kuli bialej. Zdarzenia C i By sa wiec
jednakowo prawdopodobne. Sa réwniez jednakowo prawdopodobne zdarzenia
CjiBjdlaj> 1. Jest wiec P(Cj) = P(B;) =1 dlaj=1,2.3,...,n.

Wiynikajaca z drzewa stochastycznego suma %%—i— % % we wzorze na P(C)
ma postaé: P(B) - P(C|B) + P(C) - P(C1|C).

Zalézmy, ze A, B i C sa zdarzeniami w przestrzeni probabilistycznej (€2, p),
ze P jest prawdopodobienstwem w tej przestrzeni i ze:

— BUC = Qi BNC = ( (zdarzenia B i C tworza uklad zupelny zdarzen),
— znamy P(B) i P(B) > 0, znamy P(C) i P(C) > 0,

— znamy P(A|B) i znamy P(A|C).

Z tych zalozen wynika, ze P(A) = P(B) - P(A|B) + P(C) - P(A|C).

Twierdzenie, o ktérym mowa, nosi nazwe twierdzenia o prawdopodobien-
stwie catkowitym.

Udowodnij powyzsze twierdzenie korzystajac z rys. 9.6 prezentujacego zda-
rzenia i ich prawdopodobienstwa w geometryczne;j.

M@+ 7 P
]

rys. 9.6 Zdarzenia A, B i C'w geometrycznej interpretacji przestrzeni probabilistycznej

Powrdéémy do doswiadczenia d, w ktérym losuje sie urne, a nastepnie —
nie zagladajac do jej wnetrza — losuje sie zen kule n razy ze zwracaniem.

Zatézmy, ze za pierwszym razem wylosowano kule czarng. Zaszto wiec zda-
rzenie C'1. Jakie jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej
za drugim razem? Czy informacja o zajsciu zdarzenia C; wotywa na prawdopodo-
bienstwo zdarzenia C;? Co na to Twoja intuicja a co teoria?

W zadaniu chodzi o P(C3|Cy). Kule losujemy ze zwracaniem z tej sa-
mej urny. Wydaje sie oczywiste, ze informacja o tym, ze za pierwszym razem
wylosowana kula jest czarna, nie moze wplywaé na prawdopodobienstwo wy-
losowania kuli czarnej za drugim razem, a wiec ze P(C3|Cy) = P(Cy) = 1.

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego oraz z twierdzenia o praw-
dopodobienstwie catkowitym wynika, ze



306 Stochastyczna niezaleznodé zdarzeri

G10C: cinc C)-P(CLNCa|C
P(Cs|Cy) = (p(lglf) P(B)-P(Gin 2“133)(;1:)( )-P(C1NC3|C) _
1. (l.lyy1. 2.2
—MM28>%:P(C§)

Informacja, ze zaszto zdarzenie C) zwieksza szanse zdarzenia Cs, a zdawalo
sie, ze ta informacja nie wptywa na prawdopodobiefistwo zdarzenia Cs.

Zatbézmy, ze za pierwszym razem wylosowano kule czarna. Nadal nie wia-
domo z jakiej urny ja wylosowano. Mozna wiec pyta¢ o prawdopodobienstwo, ze
jest ona urng Uy i o prawdopodobienstwo, ze jest ona urng U,. Pytania dotycza
warunkowych prawdopodobienstw zdarzenia B i zdarzenia C', skoro wiadomo, ze
zaszto zdarzenie C'. Znajdz te prawdopodobienstwa.

Mamy tu:

1.2
POICY) = Ty = " = 7 =8> 5= FO)

a wiec informacja, ze wylosowana za pierwszym razem kula jest czarna, zwiek-
sza prawdopodobienistwo tego, ze kula jest losowana z urny U.. W zadaniu
chodzi o prawdopodobienstwo ,przyczyny”, skoro znany jest ,skutek”. Na-
zywa sie je prawdopodobienstwem warunkowym a posteriori.

Za pierwszym i za drugim razem zostata wylosowana czarna kula.

a) Jakie jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej za trze-
cim razem?

b) Jakie jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo, ze kule s losowane z urny u,, a
jakie, ze z urny wup?

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania za trzecim razem kuli czarnej,
skoro wiadomo, ze za pierwszym razem zostata wylosowana kula czarna, a za
drugim biata?

Zatézmy, ze w n losowaniach czarna kula zostata wylosowana k razy i
kE # 0, i k # n. Oznaczmy zdarzenie, o ktérego zajsciu tu mowa, przez C7.
Znajdz P(C|C}) i P(B|C}). Przedyskutuj, jak w zaleznosci od k zmienia sig
prawdopodobienstwo, ze kule losowane s3 z urny Uy, a jak, ze z urny U.,.
Chodzi tu o P(C|C}), a wiec o prawdopodobienistwo warunkowe a poste-

riori. Jest ono prawdopodobienstwem, ze losujemy kule z urny U,, skoro wia-
domo, ze w n losowaniach dokladnie k razy trafila nam sie czarna kula.

Mamy tu:

(Cmck): (C)P Ck|C =%(Z) (% n k7

P(CY) = P(B)P(CIB) + POP(CLIC) = (I + S (G,
a wiec:

P(CNCY k
P(C|C,?) = gv(cgﬁc) = 2n—2k:+2k'

Jesli n jest parzyste i k = in, to P(C|C}) = 3 = P(B|C}). Jesli w n loso-
waniach kula czarna zostala wylosowana tyle samo razy co biala, to szanse
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urn Uy, i U, sg réwne. Gdy k < % (gdy czarna kula byla losowana rzadziej niz
biata), to P(C|CP) < i, a zatem P(B|C}) > 3. Szanse urny U, sa w takiej
sytuacji mniejsze niz urny Up. Gdy k& > § — szanse urny U, sg wigksze niz
urny Up.

Zatézmy, ze n = 30 i k = 10. Znajdz P(C|C39) i P(B|C39). Sformutuj
whniosek, jaki na temat nieznanej urny (z ktérej losowano kule) wynika z faktu,
ze zaszlo zdarzenie C3{. Intuicja podpowiada, ze prawie na pewno wchodzi tu
w rachube urna U, z dwiema biatymi kulami i jedna czarng. Czy rachunki to
potwierdzaja?

Sprawdz, ze:

. 10 . 20 10
(C|C39) = 2??52+21ES - 2101+1 i P(BICY) = 520 1310 2+21 = —0—212 -

Ostatni utamek jest bliski 1, a wiec praktycznie na pewno urna, z ktérej loso-
wano kule, to urna Uy.

Wyniki n-krotnego losowania ze zwracaniem kuli z urny (o nieznanej liczbie
czarnych kul) to dane statystyczne (czyli probka). Jesli tylko n jest dostatecznie
duze, to na ich podstawie mozna ocenia¢ nieznana liczbe czarnych kul w urnie.
Problem, ktéry tu sie pojawil, dotyczy szacowania pewnych wielkosci (tu liczby
czarnych kul w urnie) na podstawie danych statystycznych. Takie szacowanie
nazywa sie estymacjq i jest przedmiotem statystyki matematyczne;j.

W urnie s3 3 kule. Wiadomo jedynie, ze s3 to kule biate i czarne. Nie znamy
liczby ¢ kul czarnych w urnie, z ktérej losujemy. Wiadomo jedynie, ze ¢ = 1 albo
¢ = 2. Zatézmy, ze losowano n razy ze zwracaniem kule z tej urny i dokfadnie
k razy trafiono na kule czarng (0 < k < n). Dla jakiego ¢ prawdopodobieristwo
tego, co sie zdarzyto, jest maksymalne?

Liczba ¢, o ktorej mowa w ostatnim zadaniu, jest najbardziej wiarygodnym
kandydatem na oszacowanie nieznanej liczby czarnych kul w urnie. Mamy tu:

P(w n losowaniach kula czarna zostanie wylosowana dokladnie k razy)=
=PCH =G ) Fdlak=12,.,n—1ic=12

Czynnik ( ) jest liczba ustalong i dodatnl@, a zatem P(C}') jest najwieksze

dla tego c, dla ktérego iloczyn (£)*(25¢)"~* jest najwiekszy.

Nich £ = . Ostatni iloczyn jest wiec postaci: 2*(1 — 2)"~*. Rozwazmy
funkcje f(z ) = 2F(1 —2)" % dla = € (0,1). Funkcja f jest rézniczkowalna na
przedziale (0,1), a wiec jej ekstrema mozemy znalezé za pomoca pochodne;j.
Sprawdz, ze f' ( ) =0if" ( ) < 0. Funkcja f ma wiec maksimum w punkcie
Ty = % Ale z = 5, zatem § = k . Jesli w przypadku n = 30 mamy k = 10, to
najbardziej wiarygodnym kandydatem na liczbe ¢ czarnych kul w urnie jest 1.

Podobny problem opisano w zadaniu 7-34.
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W kolejnych zadaniach mowa jest znéw o do$wiadczeniu losowym d opisa-
nym na str. 304.

W n — 1 kolejnych losowaniach kuli za kazdym razem wyciggana byfa
czarna kula. Zaszto wiec zdarzenie C7y N Cy N ... N Cy—1. Jakie jest w tej sytuacji
prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej w n-tym losowaniu? Oznaczmy to
warunkowe prawdopodobienistwo przez a,,. Wykaz, ze ciag (a, ) jest monotoniczny.
Znajdz jego granice. Jak wyttumaczysz uzyskany rezultat?

1\n 2\n
e @ viee lim e, = 3.
W n kolejnych losowaniach za kazdym razem trafiono na kule czarna. Jakie
jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo, ze kule losowano z urny U.? Oznaczmy
przez b, to warunkowe prawdopodobiefistwo a posteriori. Wykaz, ze ciag (by,) jest
zbiezny. Jak wyttumaczy¢ fakt, ze granica tego ciggu jest liczba 17

Rekwizytem w grze s3 trzy krazki identyczne w dotyku: krazek z obu stron
biaty, krazek z obu stron czarny i krazek z jednej strony czarny z jednej biaty.
Bedziesz losowat krazek i szybkim ruchem ktadt go na stét. Dostaniesz punkt
jesli odgadniesz jaki kolor ma strona, na ktérej krazek lezy. Czy mozesz wptywaé
na swe szanse zdobycia punktu w takiej grze losowej? Oczywiécie nie wchodzi w
rachube podgladanie.

Jest a, = P(Cn’CH NC;N...N Cnfl) =

Pytanie dotyczy racjonalnej strategii w grze. Wydaje sie, ze takiej nie ma.
Jest tyle samo bialych, co i czarnych $cianek na tych krazkach. Kazdy krazek
ma réwne szanse przy jego losowaniu. Z tych symetrii zdaje sie wynikaé, ze
jest tak samo prawdopodobne, ze niewidoczna strona krazka jest biata, jak to,
ze jest ona czarna. Wykazemy, ze ten intuicyjny wniosek jest bledny.

Rozwazmy zdarzenia zwiazane z losowaniem krazka:

C = {widoczna strona wylosowanego krazka jest czarna},

Ay = {wylosowany krazek jest z obu stron bialy},

A1 = {wylosowany krazek jest z jednej strony bialy, z jednej czarny},
As = {wylosowny krazek jest z obu stron czarny}.

Jest P(Ayg) = P(A4;) = P(A3) = % Z pewnych symetrii (ale takze z
twierdzenia o prawdopodobiefistwie calkowitym) wynika, ze P(C) = 1.

Zalézmy, ze widoczna strona krazka jest czarna. Zaszto wiec zdarzenie C.
Niewidoczna strona krazka moze by¢ biala (bedzie tak, gdy zaszlo zdarzenie
A1), albo czarna (bedzie tak, gdy zaszlo zdarzenie A,). Zauwazmy, ze

1.1 .
P(A41]C) = Py = Pprfim) = 32 = § i P(4]0) = 3.

Informacja, ze zaszlo zdarzenie C zwieksza (i to dwukrotnie) prawdopodo-
bienstwo zdarzenia As. Jesli widoczna strona krazka jest czarna, to jest 2 razy
bardziej prawdopodobne, ze strona niewidoczna jest tez czarna, niz ze jest
biata. Z dwu decyzji:



Prawdopodobienstwo catkowite 309

dy : stawiam na ten sam kolor, co kolor widocznej strony krozka,

d_ :stawiam na kolor ,przeciwny”,

decyzja dy jest lepsza, daje bowiem dwa razy wieksze szanse zdobycia punktu
niz decyzja d_. Opisana gra jest wiec strategiczno-losowa.

Po potasowaniu czterech aséw z talii kart wytozono na stét dwie karty
rewersami ku goérze (a wiec bez podgladania). Pozostate dwie karty takze leza
zakryte.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze obie wytozone karty sg czarne?

b) Kto$ podgladnawszy jedna z wytozonych kart zdradzit Ci, ze jest ona czarna.
Jakie jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo, ze obie wytozone karty s3 czarne?
c) Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze obie wytozone karty sa czarne w sytuacji,
gdybys$ ustyszat, ze ta podgladnieta karta jest pikiem?

Mowa tu o trzech zdarzeniach zwiazanych z losowaniem dwu kart:
A = {obie wylozone karty beda czarne},
B = {wsréd wylozonych kart bedzie czarna},
C = {wsréd wylozonych kart bedzie czarna pikowa}.
W pytaniu b) chodzi o P(A|B), w pytaniu c) chodzi o P(A|C). Wydaje sie,
ze informacja, jakiej masci jest owa czarna karta, nie ma tu znaczenia, a wiec,
ze oba te prawdopodobienstwa warunkowe sg réwne. Nie jest to prawda.
Kazdy odcinek na rys. 9.7 przedstawia wynik losowania dwu kart. Kolej-
1

no$¢ wyktadanych kart nie ma tu znaczenia. Z rys. 9.7a) wynika, ze P(A) = 5.

rys. 9.7

Rysunek 9.7b) przedstawia wyniki, jakie wchodza w rachube, gdy wiadomo,
ze zaszlo zdarzenie B. Jest wiec P(A|B) = £. Z rys. 9.7c) wynika, ze P(A|C) =
%‘ Kolejny juz raz rysunek jawi sie jako wygodny srodek argumentacji.

Rozdano karty w bridzu, ale nie jest znany wynik tego rozkfadania.

a) Zainteresujmy sie jednym z graczy. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia
A = {6w gracz ma co najmniej dwa asy}?

b) Zat6zmy, ze gracz, o ktérym mowa, oznajmit, ze ma asa. Jakie jest w tej sytuagji
prawdopodobienstwo zdarzenia A?

c) Przypusémy, ze 6w gracz dodat jeszcze, ze jest to as pik. Jakie jest teraz
prawdopodobienstwo zdarzenia A?

Oproécz zdarzenia A w zadaniu mowa jest jeszcze o zdarzeniach:
B = {wsréd kart otrzymanych przez gracza jest as},
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C = {wsrdd kart otrzymanych przez gracza jest as pik}.

W pytaniu b) chodzi o P(A|B), w pytaniu c) zas o P(A|C). Wydaje sie,
ze informacja, jakiej masci jest posiadany as nie ma tu znaczenia, a wiec, ze
P(A|B) = P(A|C). Wykaz, ze nie jest to prawda. Problem, ktérego dotyczy
ostatnie zadanie, nazywa sie klasycznym problemem drugiego asa.

Z urny Upye, W ktérej jest b kul biatych i ¢ czarnych, wylosowano réwno-
czednie k kul, gdzie k < b i k < c. Nie zdradzono wyniku tego losowania, podano
jedynie informacje, ze wszystkie wylosowane kule s3 tego samego koloru. Jakie
jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo, ze s3 to czarne kule?

Cztery karty: walet, dama, krél i as pik, po ich potasowaniu, zostang roz-
fozone w rzedzie. Zbadaj stochastyczna niezalezno$¢ zdarzen:

A = {walet poprzedzi dame}, B = {krdl poprzedzi asa}.

Z m-krotnym rzutem monetg zwigzmy nastepujace zdarzenia:

A, = {zaréwno orzel, jak i reszka wypadnie co najmniej raz},

B,, = {reszka wypadnie co najwyzej raz}.

Zbadaj niezalezno$¢ zdarzen A,, i By, dlam = 2,3, ...

W urnie Uy jest by kul biatych i ¢; czarnych, w urnie Us jest by kul
biatych i ¢y czarnych. Z wylosowanej urny (bez zagladania do jej wnetrza) beda

nastepnie losowane réwnoczesnie dwie kule. Z takim doswiadczeniem losowym
zwigzmy nastepujace zdarzenia:

A = {dwie wylosowane kule beda réznych koloréw},

B = {co najmniej jedna z wylosowanych kul bedzie biala},

C = {co najmniej jedna z wylosowanych kul bedzie czarna}.

a) Zbadaj niezalezno$¢ stochastyczng zdarzen A i B,

b) Zbadaj niezalezno$¢ stochastyczng zdarzen A i BUC,

c) Obie wylosowane kule okazaty sie biate. Jakie jest w tej sytuacji prawdopodo-

bieAstwo, ze pochodza one z urny U; (j = 1,2)?

W urnie s3 3 kule. Wiadomo tylko, ze nie wszystkie kule s3 czarne (a wiec:
albo wszystkie s wiec biate, albo oprécz biatych s tam réwniez kule czarne).
Losujac n razy ze zwracaniem kule z tej urny za kazdym razem uzyskano kule
biata. Jakie jest w tej sytuacji prawdopodobienstwo, ze w tej urnie jest j kul
czarnych i 3 — j biatych dla j =0,1,27



