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losowe sa tym samym modelami proceséw decyzyjnych w warunkach ryzyka.
Silne motywacje do intelektualnego wysitku inspirowane sa przez liczne paradoksy,
ktore ujawniaja sie w trakcie rozwiazywania zadan.

3.1. Zdarzenie w przestrzeni probabilistycznej

Definicja 3.1. Niech (€2, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczna.
Kazdy podzbiér zbioru 2 nazywamy zdarzeniem w tej przestrzeni. Niech Z =
22 7Zbi6r Z nazywamy rodzing zdarzen pokrewnych.

Zdarzenia oznaczamy duzymi, poczatkowymi literami alfabetu tacinskiego.
Zdarzenie jest zbiorem. W rodzinie Z zdarzen wprowadzamy wiec dzialania
U, N'i\, o jakich mowa w teorii zbioréw. Rozwazamy zatem sume zdarzen,
iloczyn zdarzen, réznice zdarzen, zdarzenia rozlgczne (jako zdarzenia, ktérych
iloczyn mnogosciowy jest pusty). Znak \, oznaczajacy réznice mnogosciowa,
oznaczamy dalej przez —. Do tych dzialan na zdarzeniach stosuja sie wszystkie
prawa rachunku zbioréw.

Do rodziny Z zdarzen naleza dwa szczegdlne zbiory: (), ktéry nazywamy
zdarzeniem niemozliwym oraz zbiér €, ktéry nazywamy zdarzeniem pewnym.
Pozostale podzbiory zbioru 2 nazywamy zdarzeniami losowymi, albo praw-
dopodobnymi. Jednoelementowe podzbiory zbioru () nazywamy zdarzeniami
prostymi *).

Definicja 3.2. Rodzine co najmniej dwu zdarzen w przestrzeni probabili-
stycznej (€2, p), z ktérych kazde dwa sa roztaczne i ktérych suma jest zdarze-
niem pewnym, nazywamy ukliadem zupeinym zdarzen.

Definicja 3.3. Zdarzenia A i B w przestrzeni probabilistycznej (€2, p) na-
zywamy przeciwnymi jeSli ANB = 0 1 AU B = Q. Zdarzenie B nazywamy
wowcezas przeciwnym do A i oznaczamy przez A’.

Zauwazmy, ze A’ = Q — A. Jedli zdarzenia A i B w przestrzeni probabili-
stycznej (€2, p) sa przeciwne, to { A, B} jest ukladem zupelnym zdarzen.

3.2. »~Zanurzanie” zdarzenia w przestrzeni probabilistycznej
jako element fazy matematyzacji

W zadaniach z rachunku prawdopodobienstwa mowa jest na ogoét o zdarze-
niach zwigzanych z jakim$ do$wiadczeniem losowym. Zdarzenia te okreslone
sa wtedy stownym opisem. Formalnie zdarzenia te nalezy rozpatrywaé jako

*)takie zdarzenia nalezaloby nazywaé zdarzeniami elementarnymi
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podzbiory zbioru €, gdzie para (£2,p) jest modelem probabilistycznym do-
Swiadczenia losowego. Stowny opis zdarzenia bedziemy w pracy ujmowaé w
nawiasy { }.

Przedstawianie stownie opisanego zdarzenia jako podzbioru zbioru §2 nazy-
wamy dalej zanurzaniem zdarzenia w przestrzeni probabilistycznej. Zanurzanie
zdarzenia w odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej jest istotnym elemen-
tem fazy matematyzacji. Nizej zilustrujemy procedure ,zanurzania” tak rozu-
mianego zdarzenia w przestrzeni probabilistycznej.

Zalézmy, ze przestrzen probabilistyczna (£2,p) jest modelem probabili-
stycznym pewnego doéwiadczenia losowego. Jesli A oznacza jakie$ zdarzenie
zwiazane z tym do$wiadczeniem losowym, to dla kazdego z mozliwych wy-
nikéw doswiadczenia mozna rozstrzygaé czy zdarzenie A zaszlo, czy tez nie,
jesli doswiadczenie zakonczyto sie tym wynikiem. Jedli wynik w prowadzi do
zajécia zdarzenia A, to méwimy, ze wynik w sprzyja zdarzeniu A. W rachunku
prawdopodobienstwa kazde opisane slowami zdarzenie przedstawia sie jako
zbiér wynikéw sprzyjajacych temu zdarzeniu. Zdarzenie zwigzane z danym
doswiadczeniem losowym jest w tym ujeciu podzbiorem zbioru wynikéw tego
do$wiadczenia. Fakt, ze wynik w sprzyja zdarzeniu A oznacza, ze w € A.

W wielu rozwazanych problemach bedzie mowa o pewnej grze. Zdarzenia
bedziemy staraé sie okresla¢ w jezyku dodwiadczenia losowego, jakie przepro-
wadza sie w rozwazanej grze, nie zas w jezyku gry.

WezZmy pod uwagw gre z udziatem dwoch graczy: G 4 i Gp, ktorzy rzucaja
na przemian moneta tak dlugo, az wypadnie reszka, a zwycieza ten, kto te
reszke wyrzuci. Jesli reszka wypadnie po raz pierwszy w nieparzystm rzucie,
to zwycieza gracz (G 4, jesli zas reszka wypadnie po raz pierwszy w parzystym
rzucie, to zwycieza gracz Gp. Doswiadczenie losowe przeprowadzane w grze
to oczekiwanie na reszke. W zadaniu 2.46 okreslono model probabilistyczny
tego do$wiadczenia losowego. Jest on para (£2,p), gdzie Q = {w1,ws,ws, ...}
i p(wr) = (3)*. Przez wy, oznaczono tu wynik: reszka wypadnie po raz
pierwszy w k-tym rzucie (k=1,2,3,...).

Gracz G 4 zwyciezy tylko wéwczas, gdy zajdzie zdarzenie

A = {reszka wypadnie po raz pierwszy w nieparzystym rzucie}.

Jesli oczekiwanie na reszke zakonczy sie wynikiem ws, to zajdzie zdarzenie A.
Wynik ws sprzyja zdarzeniu A. Zdarzeniu A sprzyja takze wynik wi. Wynik wig
nie sprzyja zdarzeniu A. Zdarzenie A zajdzie, ilekroé¢ do$wiadczenie zakonczy
sie takim wynikiem wy, gdzie k jest liczbag nieparzysta. Zdarzeniu A sprzyjaja
wiec wyniki: wy,ws,ws,... . W przestrzeni probabilistycznej (£2,p), bedacej
modelem oczekiwania na reszke, zdarzenie A jest zbiorem sprzyjajacych mu
wynikéw tego oczekiwania, a wiec A = {w1,ws,ws, ...}
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Gracz Gp zwyciezy wtedy (i tylko wtedy), gdy zajdzie zdarzenie

B = {reszka wypadnie po raz pierwszy w parzystym rzucie}.
W przestrzeni probabilistycznej (€2, p) jest B = {wa, w4, ws, ... }.

Zauwazmy, ze AU B = Q oraz AN B = (). Zdarzenia A i B sg przeciwne,
a zatem tworza uktad zupelny zdarzen.

Oto kilka innych, okreslonych stownym opisem, zdarzei zwigzanych z ocze-
kiwaniem na wypadniecie reszki:

C = {reszka wypadnie po raz pierwszy nie pézniej niz w piatym rzucie},

D = {reszka wypadnie po raz pierwszy pézniej niz w piatym rzucie},

E = {reszka wypadnie po raz pierwszy w piatym rzucie},

F = {reszka wypadnie nie wczesniej niz w trzecim rzucie}.

Przedstaw te zdarzenia jako podzbiory zbioru €2 wynikéw oczekiwania na wypad-
niecie reszki.

Z opisu stownego wynika natychmiast, ze zdarzenia C'i D sa przeciwne.
Zdarzenie FE jest zdarzeniem prostym.

W przestrzeni probabilistycznej oczekiwania na reszke jest:
C ={wy,w2,ws,wyg,ws }, D = {wg,wr,ws, ...}, E ={ws}, FF = {ws,wq,ws, ...}

Rzut monety powtarzany jest tak dtugo, az zostana uzyskane oba wyniki
rzutu. Chodzi tu o czekanie, az po orle wypadnie reszka albo, az po reszce wypadnie
orzet, a wiec o schemat kolekcjonera (kolekcje stanowig tu wyniki rzutu monetg).
Zwiazmy z tym doswiadczeniem zdarzenie:

A, = {doswiadczenie zakonczy sie po n rzutach}.

Liczba n moze tu by¢ dowolng liczba naturalng wiekszg od 1. Zanurz zdarzenie
A, w odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej. Wykaz, ze nieskonczony zbiér
{Ag, A3, Ay, ...} jest uktadem zupetnym zdarzen w tej przestrzeni.

Z m-krotnym rzutem kostka zwigzmy zdarzenie:

By, = {szdstka wypadnie dokladnie k razy}, k=0,1,2,...,m.

Okresl przestrzen probabilistyczng (€2, p) jako model tego doswiadczenia. Przed-
staw zdarzenie By, jako podzbidr zbioru Q. Wykaz, ze {By, B1, B, ..., By} jest
uktadem zupetnym zdarzen.

Rzut moneta powtarzany jest tak dtugo, az pie¢ razy pod rzad wypadnie
orzet (...00000) albo, az po reszce orzet wypadnie cztery razy pod rzad (...r0000).
Z tym oczekiwaniem na jedna z dwu serii 00000 i roooo zwigzmy nastepujace
zdarzenia:

A = {seria 0ooooo pojawi sie wczesniej niz seria roooo},

B = {seria roooo pojawi si¢ wczesniej niz seria 00000},

C), = {czekanie zakoniczy sie po n rzutach}, n =5,6,7,... .
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Zanurz powyzsze zdarzenia w modelu probabilistycznym doswiadczenia losowego,
o jakim tu mowa. Wykaz, ze {C5,Cg,Cr, ...} jest uktadem zupetnym zdarzen.

Nietrudno sprawdzié¢, ze A = {ooooo} (A jest wiec zdarzeniem prostym)
oraz ze zdarzenia A i B sg przeciwne, a zatem B = Q—{o0oo00}, gdzie (€2, p) jest
modelem probabilistycznym dla czekania na jedna z dwu serii 0oooo i r0000.
W ten sposéb zdarzenie B takze zanurzyliSmy w przestrzeni probabilistycznej
(Q,p). Przedstawiliémy je jako pewien podzbiér zbioru  nie wymieniajac
wynikow, ktére mu sprzyjaja.

W ostatnich zadaniach pojawity sie uktady zupelne zdarzen. Zauwazmy,
ze kazdy z tych ukladéw zupelnych zdarzen jest klasyfikacja zbioru €2, gene-
rowang przez pewng relacje rownowaznosciowa w zbiorze wynikéw doswiad-
czenia, z ktérym te zdarzenia sa zwiazane. W zadaniu 3.2 dwa wyniki sa we
wspomnianej relacji, jesli sa ciagami tej samej dlugosci. Analogiczna sytuacja
zachodzi dla wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu C,, z zadania 3.4. W zadaniu
3.3 uklad zupelny zdarzen jest takze generowany przez relacje réwnowazno-
Sciowa w zbiorze {1,2,3,4,5,6}™. We wszystkich tych zadaniach pojawia sie
pewna funkcja, ktéra kazdemu wynikowi doswiadczenia losowego przypisuje
pewny liczbe. W zadaniach 3.2 i 3.4 jest to funkcja T, ktéra wynikowi przypi-
suje jego dlugo$¢ (wymierzana liczba wykonanych rzutéw moneta), w zadaniu
3.3 jest to funkcja, ktéra kazdemu wynikowi m-krotnego rzutu kostka przypi-
suje liczbe uzyskanych széstek. Uktady zupelne zdarzen, o ktérych mowa w
cytowanych zadaniach, sg generowane przez funkcje ze zbioru 0 w zbiér liczb
rzeczywistych.

3.3. Definicja prawdopodobiennstwa w ziarnistej przestrzeni
probabilistyczne;j

Definicja 3.4. Niech (€, p) bedzie ziarnista przestrzenia probabilistyczna.
Niech Z = 2. Prawdopodobieristwem w przestrzeni (Q,p) nazywamy kazda
funkcje P : Z — R okreslona nastepujaco:

07 gdy A= @7
P(A) = p(w), gdy A= {w},

Z p(w), gdy A jest zbiorem co najmniej dwuelementowym.
w€eA

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.
Przestrzenig probabilistyczng nazywamy takze trojke (2, Z, P), gdzie Z = 28,
P za$ jest prawdopodobienstwem na Z w sensie definicji 3.4.
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Niech (2, Z, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Korzystajac z definicji

prawdopobienstwa udowodnij nastepujace twierdzenia.

a) Jezeli A = Q, to P(A) = 1 (prawdopodobiefistwo zdarzenia pewnego jest
réwne jeden).

b) Jedli zdarzenia Ay,..., A, (n > 2) s3 parami roztaczne to,
P(AjU...UA,) =P(A1)+ -+ P(Ap).

c) Jezeli Ac ZiB € 2, to P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

d) Jezeli Ae Zi A =Q—A, to P(A) =1— P(A) (prawdopodobieristwo
zdarzenia przeciwnego do A jest réwne 1 — P(A)).

e) Jezeli Aec Z, Be Zi AC B, to P(A) < P(B) (prawdopodobienstwo P
jest funkcja monotoniczna).

Rzut monety powtarzany jest tak dtugo, az wypadnie reszka. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzen:

A = {reszka wypadnie po raz pierwszy w nieparzystym rzucie},

B = {reszka wypadnie po raz pierwszy w parzystym rzucie},

C = {reszka wypadnie po raz pierwszy nie pézniej niz w piatym rzucie},

D = {reszka wypadnie po raz pierwszy pézniej niz w piatym rzucie},

E = {reszka wypadnie po raz pierwszy w piatym rzucie},

F = {reszka wypadnie nie wczesniej niz w trzecim rzucie}.

Zdarzenia A, B,C,D,FE i F nalezy rozpatrywaé¢ w przestrzeni probabili-
stycznej (2,p), gdzie Q = {w1,ws,ws,...} 1 plwg) = (%)k dla k = 1,2,3,...
(por. zadanie 3.1). W tej przestrzeni bedacej modelem probabilistycznym dla
oczekiwania na reszke jest: A = {wi,ws3,ws,...} 1 B = {ws,wy,ws,...}.

7 definicji prawdopodobienstwa zdarzenia wynika, ze

P(4) = p<w1>+p<w3>+p<ws>+---=§+(%)Z(%)Z...
-2(6) -

P(B) = p(w2)+p(w4)+p(w6)+...:(%)24_(%)44_(%)64_...

1
- i(l)%_ 11:1'
= \2 -3z 3

Prawdopodobienstwa zdarzen A i B sa (z definicji) sumami pewnych sze-
regdéw. Sa to szeregi geometryczne, a wiec ich sumy mozna znalezé za pomoca
odpowiednich twierdzen analizy matematycznej.
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W rozwazane]j przestrzeni probabilistycznej jest E = {ws}, a wiec E jest
zdarzeniem prostym. Z definicji prawdopodobienstwa wynika, ze

P(E) = ples) = (3) = 5
“PeI=Ag) T
Z kolei C' = {w1,ws,ws, ws,ws}, a wiec definicji prawdopodobienstwa jest

11 1 1 1 31
P(C) = plw1) + pw2) + plws) +pws) +p(ws) = 5+ 7+ 5+ 16 T35 = 55

Mamy F = {ws,ws4,ws, ...}, a wiec z definicji prawdopodobienistwa zdarzenia
wynika, ze

P(F) = p(W3)+p(W4)+p(w5)+---=<%>3+<%>4+<%>5+-..
>\ g 1
B ,§<5> :1E§ZZ‘

Problemy i zadania zwiazane z obliczaniem prawdopodobienstwa zdarzen
beda na ogdt dotyczyé¢ zagadnien pozamatematycznych, a wiec nie bedg sfor-
mulowane w jezyku matematyki. Problem sprawiedliwosci gry losowej, czy tez
problem decyzji dotyczacej udziatu w grze, nie sa zagadnieniami matematycz-
nymi. Przekltad na jezyk matematyki pozamatematycznego problemu (a wiec
formulowanie matematycznego zadania) oraz organizacja fazy interpretacji (tj.
formulowanie wnioskow, jakie z rozwiazania matematycznego zadania wyni-
kaja dla praktyki) stanowia w tej pracy wazne etapy rozwiazywania zadan.
Umiejetnos¢ poprawnego przechodzenia przez te etapy jest waznym elemen-
tem wiedzy w zakresie rachunku prawdopodobienstwa. Nizej przedstawiamy
plan, wedtug ktérego bedziemy rozwiazywaé tak sformutowane zadania na ob-
liczanie prawdopodobienstwa zdarzenia:

1° Rozstrzygnaé, z jakim do$wiadczeniem losowym wiaze sie zdarzenie, ktoérego
prawdopodobienstwo nalezy obliczy¢.

2° Skonstruowaé model probabilistyczny tego doswiadczenia losowego.

3° Zanurzy¢” zdarzenie w modelu probabilistycznym, tzn. przedstawié¢ je jako
podzbidr zbioru Q wynikéw tego do$wiadczenia.

4° Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia stosujac definicje prawdopodo-
bienistwa.

5° Jesli zadanie dotyczylo sytuacji pozamatematycznej — zinterpretowaé uzy-
skane wyniki liczbowe.
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Rzut monety powtarzany jest tak dtugo, az zostana uzyskane oba wyniki
rzutu monety. Z jakim prawdopodobienstwem to doswiadczenie losowe zakonczy
sie po n-tym rzucie (n = 2,3,4,...). Oblicz prawdopodobiefstwo tego, ze do-
Swiadczenie zakoniczy sie seria ro (zdarzenie A) i prawdopodobienstwo tego, ze
zakoniczy sig ono seria ro (zdarzenie B).

Zbiorem wynikéw do$wiadczenia losowego jest
Q = {or,ro, oor,rro, ooor,rrro,oooor, rrrro, . ..}.

Funkcja p przypisuje wynikowi wef? liczbe (%)k, jesli k jest dlugoscia wyniku
(ciagu) w. Rozwazmy nastepujace zdarzenia:
A,, = {doswiadczenie zakonczy sie po n-tym rzucie}, n = 2,3,4,... |
A = {po reszce wypadnie orzel} oraz B = {po orle wypadnie reszka}.
Mamy tu: P(4,,) = 2-(%)”, dlan = 2,3,4,.... W przestrzeni probabilistycznej
(Q,p) jest:

A ={ro,rro,rrro,rrrro,...}. B = {or,oor, ooor, oooor, . ..}.

Zdarzenia A i B sa jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobienstwa tych
zdarzen mozna znalez¢ jako sumy szeregéw geometrycznych. Réwnosé P(A) =
P(B) wynika réwniez wprost z pewnych symetrii. Dostrzeganie takich syme-
trii i ich uzasadnianie oraz wykorzystywanie do racjonalizacji rachunkéw jest
jednym z waznych aspektéw kultury stochastyczne;j.

Rzut monetg powtarzany jest w grze tak dtugo az: albo wypadnie pie¢ or-
téw pod rzad (...00000) i wéwczas zwycieza gracz G 4, albo az po reszce wypadna
cztery orty pod rzad (...roooo) i wtedy zwycieza gracz Gp. Czy jest to gra spra-
wiedliwa? Jak sprawiedliwo$¢ gry nalezy rozumieé i jak ja uzasadni¢ na gruncie
rachunku prawdopodobienstwa?

W grze przeprowadza sie doSwiadczenie losowe, dla ktérego model proba-
bilistyczny (2, p) okreslono przy rozwiazywaniu zadania 3.4. Matematyczne
zadanie, o jakie tu chodzi, sprowadza sie do obliczenia w tej przestrzeni pro-
babilistycznej (€2, p) prawdopodobienstw dwu zdarzen:

A = {seria ooooo pojawi sie wczesniej niz seria roooo},

B = {seria roooo pojawi sie wczesniej niz seria 00000},

o ktérych mowa w zadaniu 3.4. Zajscie zdarzenia A jest réwnoznaczne ze
zwyciestwem gracza G 4, zajécie zdarzenia B — ze zwyciestwem gracza G p.

Jest A = {00000}, a wiec A jest zdarzeniem prostym. Z definicji prawdopo-
dobiefistwa dostajemy, ze P(A) = p(00000) = 3. Zdarzenia A i B sg przeciwne
(B =4'), a zatem (por. zadanie 3.5) P(B) =1— P(4) =1- 4 = 2.

Zdarzenie B jest 31 razy bardziej prawdopodobne niz zdarzenie A. Praw-
dopodobienstwa zdarzen A i B réznia sie istotnie. Szanse graczy w opisanej
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grze nie sa réwne. Gra nie jest wiec sprawiedliwa. Rozwigzywanie ostatniego
zadania jest ilustracjg procesu stosowania matematyki, obejmuje bowiem faze
matematyzacji, faze rachunkéw i faze interpretacji.

Niech Q = {a,b,c} i p(a) = 75 i p(b) = 0i p(c) = 13. Para (Q,p) jest

przestrzenia probabilistyczna ziarnista. Niech Z = 2.

a) Okresl na Z prawdopodobienstwo P.

b) Czy prawdziwe jest twierdzenie: , jezeli P(A) =1, to A jest zdarzeniem pew-
nym"?

c) Zweryfikuj twierdzenie: ,Jezeli P(AU B) = P(A) 4+ P(B),to ANB ="

Niech (€2, Z, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, A i B za$ zdarze-
niami w tej przestrzeni. Rozstrzygnij, czy nastepujace twierdzenia sg prawdziwe,
czy nie. Jesli twierdzenie jest fatszywe, to uzasadnij ten fakt.

a) Jezeli P(A) =0, to A jest zdarzeniem niemozliwym.

b) Jezeli A > B, to P(A) > P(B).

c) Jezeli A=kiQ=s, to P(A) =L

d) Jezeli P(A) = P(B), to zdarzenia A i B sa réwnoliczne.

e) Jezeli P(AU B) =1, to zdarzenia A i B s3 przeciwne.

f) Jezeli ANB =1, to P(AN B) = P(A) - P(B).

g) Jezeli ANB =10, to P(B) =1—- P(A).

Wszystkie twierdzenia sa falszywe. Dowdd tego faktu sprowadza sie do
konstrukcji odpowiednich kontrprzyktaddw.
Rozwazmy przestrzen probabilistyczna (2, p) okreslona nastepujaco:

w € b
p(w) 0
Jedli A= {b}, to P(A) =01 A # 0, a wiec twierdzenie a) jest falszywe.

Niech A = {a,b} i B = {c}. Wtedy A > B i P(A) < P(B), a zatem
twierdzenie b) jest falszywe.

Dla zdarzenia A = {a,c} jest A =2 oraz Q =31i P(A) =1 # 2, a zatem
twierdznie c) jest takze falszywe.

Wezmy A = {a,b} i B = {a}. Jest woéwczas P(A) = P(B) i A # B, co
dowodzi, ze twierdzenie d) jest falszywe.

Niech A = {a} i B = {c}. Wtedy P(AU B) =1 i zdarzenia A i B nie sa
przeciwne, bo AU B # Q. Nie jest zatem prawdziwe twierdznie e).

Jesli A ={a}iB ={b}, tojest ANB=0i0=P(ANB) # P(A)-P(B) =
%, a wiec twierdzenie f) jest falszywe.

Jesli A={a}iB={b},to ANB=0i0=P(B)#1-P(A)=1-1 =2
Wynika stad, ze twierdzenie g) jest réwniez falszywe.

ol
oing ©
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Kontrprzyklady zostaly skonstruowane za pomocg teoretycznej przestrzeni
probabilistycznej. Fakt, czy jest ona modelem jakiego$ doswiadczenia nie ma
(bo mie¢ nie moze) zadnego znaczenia. Problem weryfikacji twierdzenia doty-
czy bowiem $wiata matematyki. Rozwiazywanie zadania sprowadza sie¢ do or-
ganizacji fazy dedukcji. Problem dotyczy konstrukeji odpowiednich przestrzeni
probabilistycznych. Na ogét szuka sie ich wéréd modeli probabilistycznych do-
Swiadczen losowych przeprowadzanych za pomoca kostek, monet, czy tez urn z
kulami (czasem — choé¢ rzadziej — za pomoca ruletek). Tymczasem przykla-
déw, o jakie tu chodzi, nie ma wérdd przestrzeni bedacych modelami takich
doswiadczen losowych. Trudnosci zwiazane z konstruowaniem kontrprzykta-
déw (i ogélnie z organizacja fazy dedukcji) wynikaja z tego, ze na zajeciach
(zwlaszcza w szkole) omawiane sa przestrzenie probabilistyczne wylacznie jako
modele pewnych doswiadczen. Zbyt mato uwagi przywiazuje sie do faktu, ze
przestrzen probabilistyczna jest pojeciem matematycznym i jako takie nie musi
mie¢ zadnych odniesien do rzeczywistoséci. Dotykamy tu waznego w nauczaniu
matematyki problemu relacji: $wiat matematyki — Swiat realny.

Kontrprzyktadow, o jakie chodzi w ostatnim zadaniu, dostarcza réwniez
przestrzen probabilistyczna opisana w zadaniu 3.9.

3.4. Prawdopodobienstwo klasyczne

Twierdzenie 3.1. Jezeli przestrzen probabilistyczna (2, p) jest klasyczna i

O=siACQiA=k to P(A) = k
S

Twierdzenie to wynika wprost z definicji prawdopodobienstwa. Nazywamy
je twierdzeniem klasycznym. Mozna je sformutowaé nastepujaco:

Jezeli wszystkie wyniki do$wiadczenia losowego sa jednakowo prawdopo-
dobne, to

liczba wynikow sprzyjajacych zdarzeniu A

P(A) = .
( liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia

W Zaktadach Specjalnych losuje sie pie¢ razy bez zwracania kule z urny
o 45 ponumerowanych kulach. Gracz skreslajac na kuponie 5 numerdw, stawia
na pewne zdarzenie zwigzane z tym do$wiadczeniem losowym. O jakie zdarze-
nie chodzi? Jakie jest prawdopodobienstwo tego zdarzenia? W jakiej przestrzeni
probabilistycznej nalezy je obliczaé?

W Duzym Lotku losuje sie jednoczesnie sze$¢ kul z urny o 49 ponumero-
wanych kulach (méwimy krétko, ze losuje sie 6 liczb z 49).
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a) Zatézmy, ze gracz wypetnit na kuponie jedno pole. Skreslit on 6 liczb, a wiec
postawit na pewne zdarzenie zwigzane z tym doswiadczeniem losowym. O jakie
zdarzenie chodzi? W jakiej przestrzeni probabilistycznej nalezy je rozpatrywac?
Oblicz prawdopodobienstwo tego zdarzenia.

b) Zatézmy, ze gracz wypetnit 4 pola, w taki sposéb, ze zadne dwa pola nie s3
wypetnione tak samo. Postawit wiec na pewne zdarzenie zwigzane z tym do-
$wiadczeniem losowym. O jakie zdarzenie chodzi? Oblicz prawdopodobienstwo
tego zdarzenia?

W Duzym Lotku kule losowane sa jednocze$nie, a wiec wynik losowania
jest szescioelementowym podzbiorem zbioru {1,2,...,49}. Modelem probabi-
listycznym tego losowania jest para (€2,p), gdzie Q jest zbiorem szeScioele-
mentowych kombinacji zbioru {1,2,...,49}. Wszystkie wyniki sa jednakowo
prawdopodobne i jest ich (469) , a wiec p(w) = ﬁ dla kazdego w € Q.

Jesli gracz wypelnil jedno pole, to ,trafi szgstk(g” jedynie wtedy, gdy zo-
stang wylosowane te liczby, ktére zostaly skreslone. Rozwazmy zdarzenie A =
{zostana wylosowane liczby skreslone przez gracza}. Zdarzeniu A sprzyja tylko
jeden wynik, a wiec w przestrzeni probabilistycznej jest to zdarzenie proste.
P(A) = (4—19). W tej sytuacji mozna méwié, ze gracz stawia w istocie na wynik
losovvania.6

Zal6zmy, ze gracz G skreslit liczby w czterech polach. Oznaczmy przez w;
zbior liczb skreslonych w j-tym polu, j = 1,2,3,4. Kazdy z tych zbioréw jest
mozliwym wynikiem losowania szesciu liczb z 49. WeZmy pod uwage zdarzenie

B = {gracz G trafi sz6stke}.

Gracz G trafi szostke, gdy losowanie zakonczy sie jednym z czterech wynikéw:
w1, wsa, ws,wys. W klasycznym modelu probabilistycznym losowania szesciu nu-
meréw w Duzym Lotku mamy B = {w1,ws,ws,wy}, a wiec P(B) = F%j.
6
Oblicz, z jakim prawdopodobiefistwem gracz, ktéry wypetnit pojedyncze
pole w zaktadach Duzego Lotka (skreslajac 6 liczb z 49), uzyska 5 trafien, z jakim
4 a z jakim 3 trafienia? Jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz nie uzyska ani
jednego trafienia?

Oblicz jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania pieciu, czterech i trzech
trafien w Express Lotku i w Zaktadach Specjalnych w sytuacji gdy:

a) gracz wypetnit jedno pole,

b) gracz wypetnit maksymalna liczbe pdl dla danego typu zaktadu.

Na rysunku 1.12 przedstawiono regulamin wygranych w grze Numerek.
Oblicz jakie jest prawdopodobienstwo, ze gracz, ktéry w grze w Numerek posta-
wit na liczbe 7 uzyska wygrana. Dla kazdego z siedmiu stopni wygranych znajdz
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prawdopodobienstwo, ze gracz uzyska wygrana danego stopnia.

W grze Numerek wysokosci wygranej poszczegdlnych stopni sg rézne.
Najwyzsza wygrana jest wygrang | stopnia. Im nizszy stopien tym nizsza wygrana.
Czy taki sposéb premiowania wygranych mozna uzasadnié na gruncie matematyki?

Prawdopodobienstwa uzyskania wygranej I stopnia , II stopnia i III stop-
nia sg réwne. Oznacza to, ze gracz ma réwne szanse na uzyskanie wygranej
kazdego z tych trzech stopni. Jesli wysokosci wygranych uzalezni¢ od wielko-
$ci prawdopodobienstwa, to gracz powinien wygrywacé tyle samo w kazdym
z tych trzech przypadkéw. Regulamin wyptat wygranych réznicuje wysokosci
wygranych dla tych trzech stopni.

Analizujac wyniki wielu losowan numeréw Duzego Lotka (6 z 49), zauwaz,
jak czesto wsrdd wylosowanych liczb znajduja sie przynajmniej dwie kolejne (sa-
siednie) liczby. Jest to raczej zaskakujacy fakt. Aby to wyttumaczyé na gruncie
matematyki wystarczy obliczy¢ prawdopodobienstwo pewnego zdarzenia. Co to za
zdarzenie? Oblicz jego prawdopodobienstwo.

Ostatnie zadanie moze uczen (student) sformulowaé sam. Tego typu za-
dania dydaktyka matematyki zalicza do probleméw kreowanych refleksjg a
posteriori (por. [76]).

Rozwazmy nastepujace zdarzenia zwigzane z losowaniem 6 liczb z 49 w
Duzym Lotku:

A = {zostana wylosowane co najmniej dwie sasiednie liczby},

A" = {wsréd wylosowanych liczb nie bedzie liczb sasiednich}.

7Z rozwigzania zadania 1.23 wnioskujemy, ze A’ = (464), wiec

(5)
PA)=1—-P(A)=1- -5 ~0,495.
(6)

7 przeprowadzonych obserwacji wynika, ze co najmniej dwie sasiednie
liczby trafiaja sie w losowaniu sze$ciu numerdéw Duzego Lotka stosunkowo cze-
sto. Z rozwigzania ostatniego zadania wynika, ze prawdopodobienstwo tego,
ze wsrod szesciu wylosowanych liczb znajda sie co najmniej dwie kolejne liczby
jest bliskie % Nie ma wiec nic zaskakujacego w fakcie, ze prawie w polowie
duzej liczby losowan sa co najmniej dwie sasiednie liczby

Wypetnite$ dwa pojedyncze kupony totolotka (skreslajac na kazdym 6 liczb
z 49) z mysla o gtéwnej wygranej. Albo oba kupony wezmg udziat w najblizszym
losowaniu (np. w $rode), albo kazdy w innym (jeden w $rode, drugi w sobote).
Ktéra z decyzji jest korzystniejsza dla Ciebie?
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Wezmy pod uwage nastepujacy mini-lotek. Z pieciu numeréw: 1, 2, 3,
4 i 5 losowane s3 dwa. Zanim to nastapi gracz stawia na wynik tego losowania
(skredlajac na kuponie dwie liczby). Gracz zdobywa punkt, jesli postawit na te
liczby, ktére zostaty nastepnie wylosowane. Gracz wypetnit dwa kupony. Albo oba
wezmg udziat w jednym losowaniu, albo kazdy w innym. To dwie decyzje. Ktéra
z nich jest dla gracza korzystniejsza?

Problem moze by¢ ilustracja procesu podejmowania decyzji w warunkach
ryzyka. Narzedziem wytaniania optymalnej decyzji moze tu by¢ pojecie praw-
dopodobienstwa zdarzenia.

Przyjmijmy, ze gracz skreslit na pierwszym kuponie liczby 11 2, a na drugim
31 4. Przyjecie tych zatozen nie zaweza ogdlnosci prowadzonego rozumowania.
W rachube wchodza tu dwie decyzje:

d; — obydwa kupony wezma udzial w jednym losowaniu,

dy — jeden kupon wezmie udzial w pierwszym losowaniu, drugi kupon

wezmie udzial w drugim losowaniu.
Zbiér D = {dy,ds} jest zbiorem dopuszczalnych decyzji. W zaleznosci od de-
cyzji i od wyniku losowania dwu liczb, gracz albo zdobedzie punkt, albo nie.
Mowa tu o pewnej funkcji W, ktéra w teorii proceséw decyzyjnych nazywa sie
funkcjag korzysci, albo korzyscig (por. [95], s. ). Po podjeciu decyzji, korzysé
jest funkcja jednej zmiennej, a mianowicie wyniku pewnego doswiadczenia lo-
sowego. Oznaczmy przez W; korzy$¢ odpowiadajaca decyzji d;, j = 1, 2.

Zaltézmy, ze gracz G podjal decyzje di. Korzy$é Wy zalezy od wyniku
losowania dwu liczb ze zbioru {1,2,3,4,5}. Te wyniki sa stanami Swiata ze-
wnetrznego, ktérych w momencie podejmowania decyzji gracz (tj. podmiot
podejmujacy decyzje) nie zna. Mozna jedynie ocenié ich prawdopodobienstwa.

Niech jxk oznacza wynik: wylosowane kule majg numery j i k (j,k =
1,2,3,4,5 i j <k), jxk jest tu prezentacja kombinacji {j, k} zbioru {1,2,3,
4,5}. Mamy tu przestrzen probabilistyczna (Q1,p1), gdzie

Oy = {1%2,1%3,1x4,1x5,2x3,2x4, 2%5, 3x4, 35,45}

i p1(w) = 15 dla kazdego w € Q.
Korzys¢ Wi przyjmie wartos¢ 1 dla wynikéw 12 i 3x4, dla pozostatych
wynikow ta korzysé przyjmuje wartosé 0. Rozwazmy zdarzenie
Ay = {korzysé odpowiadajaca decyzji di bedzie dodatnia}.
Niech P; bedzie prawdopodobienstwem w przestrzeni (21,p1). W klasycznej
przestrzeni probabilistycznej (21, p1) jest A1 = {152, 3x4}, a wiec P (A1) = 5.
Zatézmy, ze gracz podjat decyzje do. Teraz mamy do czynienia z nowsg prze-
strzenia probabilistyczna. Jest ona modelem dwukrotnego losowania dwu liczb
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ze zbioru {1,2,3,4,5}. Jest to zatem produkt kartezjanski modeli probabili-
stycznych dwu losowan dwu liczb w opisanym mini-lotku. Niech Q* = Q x Q,
gdzie ) jest zbiorem wynikéw doswiadczenia rozwazanego przy decyzji di oraz
niech P, bedzie prawdopodobiefistwem w przestrzeni (2%, p*).

1%21%3 1%4 1%5 243 2%4 2%5 3x4 35 4%5 «—wynik I losowania
1x2| x
13| x
14| x

1x5| x
2x3| x
2x4| x

2x5| X

k4| X | X | X | X | X | X | X | X|X|X
3%5| X
4x5| x
T

wynik IT losowania

rys. 3.1.

Na rysunku 3.1 kazde ze 100 oczek otrzymanej sieci reprezentuje jeden
wynik dwukrotnego losowania dwu liczb ze zbioru {1,2,3,4,5}. Wszystkie
wyniki sa jednakowo prawdopodobne. Korzy$¢ Wy odpowiadajaca decyzji do
przyjmuje wartosci 0, 1 lub 2. Wezmy pod uwage zdarzenie

Ag = {korzys¢ Wy przyjmie wartosé¢ dodatnia}.

Oczka sieci oznaczone znakiem X reprezentuja wyniki sprzyjajace zdarzeniu

As. Model jest klasyczng przestrzenia probabilistyczna, wiec Po(As) = %.
Mamy zatem Py (Ag) = % < % = 1% = Pj(4;), a wiec dla gracza korzystniej

jest, gdy kupony biora udzial w jednym losowaniu.

Prawdopodobienstwo zdarzenia stato sie w opisanej sytuacji matematycz-
nym narzedziem wylaniania optymalnej decyzji w warunkach ryzyka. Two-
rzenie pewnego matematycznego modelu dla procesu podejmowania decyzji,
wskazywanie dopuszczalnych decyzji, konstruowanie modelu probabilistycz-
nego dla sytuacji, w ktérej podjeto dana decyzje, wylanianie zdarzen, ktorych
prawdopodobienstwo jest pewna charakterystyka danej decyzji itd. nalezy tu
traktowaé jako pewne aspekty fazy matematyzacji.
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Z grona s os6b trzeba wylosowaé jednga, dajac kazdej réwne szanse. Czesto
robi sie to za pomocg zapatek. Organizator losowania trzyma w rece s zapatek,
wsrdd ktoérych jedna jest bez gtéwki. Zapatki sg trzymane w ten sposéb, ze uczest-
nicy losowania nie widza tych czesci zapatek, gdzie jest lub byta gtéwka. Osoby,
sposréd ktérych nalezy wylosowaé jedna, kolejno wyciagaja zapatki, a ta ktéra
wylosuje zapatke bez gtéwki uwazana jest za wylosowana.

a) Czy losowanie zapatkami jest nietendencyjne, tzn. czy daje kazdemu z uczest-

nikow jednakowe szanse? Jak to uzasadnié¢ na gruncie matematyki?

b) Jak inaczej zorganizowatbys nietendencyjne losowanie jednej z grona s oséb?

Przedstawimy rozwiazanie dla s = 4. Opisane losowanie konczy sie z
chwila wyciagniecia zapalki bez gléwki. Moze sie wydawaé, ze losowanie to
nie jest sprawiedliwe, gdyz osoba wyciagajaca zapalke jako pierwsza, za-
wsze uczestniczy w losowaniu, natomiast osoba ostatnia w kolejce do lo-
sowania ma niewielkie szanse na to, ze w ogdle bedzie wyciggaé zapaltke.
Zmienimy nieco procedure losowania, tak aby w losowaniu zawsze uczestniczyty
wszystkie osoby. Zaldézmy, ze kazda z
os6b, jak poprzednio, losuje zapatke, 3 i
ale nie ujawnia faktu czy wylosowana
zapatka ma gléwke, czy nie. Po wy- 0 1
losowaniu ostatniej zapalki stwierdza
sie kto zostal wylosowany. Szanse po-
szczegblnych oséb, na to ze zostang 0 1 0
wylosowane za pomoca pierwszej jak 2 3 1 1
i drugiej procedury sg identyczne. Za-
proponowana zmiana wpltywa jedynie
na czas trwania losowania.

win
W=
—_

0 1 0 0

1 1 1 1
Oznaczmy cyfra 1 zapalke bez 1 0 0 0
gltowki a cyfra 0 — zapaltke z glowka.
Przy tej umowie przebieg zmodyfiko- 0001 0010 0100 1000 |— £

wanego losowania i wszystkie mozliwe l
jego wyniki opisuje drzewo z rysunku i
3.2. Pod kazda galezia wpisano wynik 1
tego losowania (jako protokét z jego rys. 3.
przebiegu).

Kazdy wynik losowania jednoznacznie okresla wylosowang osobe. Wszyst-
kie wyniki sa jednakowo prawdopodobne, a wiec kazda z 0s6b ma réwne szanse.
Przedstawione rozumowanie mozna tatwo uogélnié¢ na przypadek s oséb.

1

1
y
1
4

L i e

1

1

!
1
1
2.
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Losowanie zapatkami mozna zastapi¢ losowaniem bez zwracania kuli z urny
o trzech kulach bialych i jednej czarnej (w przypadku s 0séb jest to losowanie
z urny o s — 1 kulach bialych i jednej czarnej). Losowanie to mozna realizowaé
na dwa sposoby:
— osoby kolejno losuja kule z urny i za wylosowana uwazana jest osoba, ktéra
wylosuje kule czarna,
— osoby zostaja ponumerowane, z urny losuje sie kolejno kule az urna bedzie
pusta, a za wylosowang uznajemy osobe, ktérej numer jest taki jak numer
etapu, na ktérym wylosowano kule czarna.

Ocen czy nastepujace procedury losowania dwuosobowe]j reprezentacji z

grona 4 oséb s3 sprawiedliwe.

a) Bierzemy cztery zapatki, wérdd ktérych dwie zapatki maja odtamane gtéwki.
Osoby, sposrdod ktérych nalezy wylosowaé dwie, kolejno wyciagaja zapatke tak
dtugo, az obydwie zapatki bez gtéwki zostang wyciagniete. Osoby, ktére wy-
ciggna zapatki bez gtéwki uwazane s3 za wylosowane.

b) Bierzemy cztery zapatki, w tym jedna bez gtéwki. Najpierw losuje sie jedna z
4 oséb. Nastepnie bierzemy trzy zapatki — dwie z gtéwka i jedng bez — i z
grona pozostatych trzech oséb losujemy za pomoca zapatek jedna.

c) Jedna z czterech zapatek ma odtamana gtéwke. Przed losowaniem osoby usta-
wiaja sie w koto. Nastepnie, poczawszy od ustalonej osoby, uczestnicy loso-
wania kolejno (np. zgodnie z ruchem wskazéwek zegara) wyciagaja zapatki.
Za wylosowane uznajmy nastepujace dwie osoby: te, ktdra wyciaggneta zapatke
bez gtéwki oraz nastepna w kolejce.

Rozwaz nastepujace przypadki:

— osoby ustawiono w koto w porzadku leksykograficznym,
— 0 kolejnosci ustawienia oséb zdecydowato nietendencyjne losowanie.

Przyjmijmy oznaczenia tak jak poprzednio i zalézmy, ze osoby losuja zapal-
ki w kolejnosci: A, B, CiD.

Rozwazmy pierwszy sposéb losowania. Konstrukcje probabilistycznego mo-
delu dla tej procedury opisuje drzewo z rysunku 3.3.

Rozktad prawdopodobiefistwa na zbiorze €2 jest nastepujaca funkcja p:

wc Q110111010011 [ 0101 | 1001
rw [glsl sl sl sl s

7 losowaniem zwiazmy nastepujace zdarzenia
A = {zostanie wylosowana osoba A},
B = {zostanie wylosowana osoba B},
C = {zostanie wylosowana osoba C},
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1 0 2 2 1 1
3 3 3 3
0 L1 L0 1
1‘ 2 QO
1 |
1| 1 |
1 ‘ o
0011 0101 /\ 1001 /1
i [ N
1 11 111
6 6 6 6 6 6

rys. 3.3.

D = {zostanie wylosowana osoba D},

E 4_p = {zostanie wylosowana osoba A i osoba B},
E4_c = {zostanie wylosowana osoba A i osoba C},
E4_p = {zostanie wylosowana osoba A i osoba D},
Ep_c = {zostanie wylosowana osoba B i osoba C},
Ep_p = {zostanie wylosowana osoba B i osoba D},
Ec_p = {zostanie wylosowana osoba C' i osoba D}.
W przestrzeni probabilistycznej (€2, p) mamy:

A = {11,101,1001},

B = {11,011,0101},

C ={011,101,0011},

D = {0011,0101, 1001},

Es_p = {11},
Ej—c = {101},
Es-p = {1001},
Ep_c = {011},
Ep_p = {0101},

Ec_p = {0011}.
Zauwazmy, ze

oraz
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Kazda z oséb ma zatem réwne szanse na to, ze zostanie wylosowana. Po-
nadto kazde dwie osoby majg rowne szanse na wylosowanie. Losowanie mozna
wiec uznaé za nietendencyjne.

Rozwazmy drugi sposéb losowania. Skonstruujmy probabilistyczny model
dla tego losowania. Przy konstrukcji modelu wykorzystamy fakt, ze losowanie
za pomocy zapalek jednej osoby sposréd s oséb jest nietendencyjne.

W=
=

1 1
4 4
A B C D

1

3

B C D A C D A B D A B C
|AB AC AD BA BC BD CA CB CD DA DB DC|— Q

Wl

1 1 /711 N\ 1 1/ 11\ 1 1
3 3/ 3 \3 3/ |3 \3 3

Wl

1
3

' ' ' | | ' ' | | V ' '
Lo 1t 1 1 1 1 1 1 1
2 12 T2 T2 T2 12 12 12 12 12 2 2

|
|
|
|

rys. 3.4.
Q = {AB,AC, AD, BA, BC,BD, CA, CD, CB, DA, DB, DC}

7 symetrii drzewa stochastycznego wynika, ze w tej sytuacji kazda z oséb
ma rowne szanse i kazde dwie osoby maja rowne szanse. Wynika stad, ze
pierwszy sposéb losowania mozna zastapi¢ drugim i na odwrét.

Rozwazmy trzeci sposéb losowania. Skonstruujmy jego probabilistyczny
model.

1 1

4 1 4

1
4 4
A-B B-C C-D D-A
rys. 3.5.

Q={A-B,B-C,C—D,D—A}

Wszystkie wyniki sg jednakowo prawdopodobne. Kazda z oséb ma réwne
szanse ale nie kazde dwie osoby maja réwne szanse na wylosowanie. Narzucenie
kolejnosci losowania przez pewien porzadek powoduje, ze pewne pary osob
np. A i C nie moga nigdy zostaé¢ wylosowane. Mamy tu wiec do czynienia z
sytuacja, gdy kazda z os6b ma réwne szanse na wylosowanie, ale nie kazde
dwie osoby maja takie same szanse na wylosowanie.

Trzeciej procedury losowania nie mozna zastapi¢ ani pierwsza ani drugg.
Zmodyfikujmy te procedure zamieniajac zalozenie: osoby zostaly w pewien
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sposob ustawione, na zatozenie: o ustawieniu 0s6b zdecydowalo nietendencyjne
losowanie. Latwo sprawdzi¢, ze przy nowym zatozeniu kazdy z trzech opisanych
sposobdéw mozna zastapi¢ jednym z dwu pozostatych.

Zaproponuj nietendencyjne losowanie za pomocg zapatek k£ osobowej de-
legacji sposréd s osbb. Poprawnos¢ zaproponowanej metody uzasadnij formutujac
i rozwigzujac odpowiednie zadanie z rachunku prawdopodobienstwa.

Z grona s 0s6b (s>1) trzeba wylosowaé jedna dajac kazdej réwne szanse.

Postanowiono to robi¢ za pomoca ,marynarza” (por. zad. 1.30). Kazda z s os6b

na dany znak jednoczes$nie wystawia pewnga liczbe palcéw jednej reki. Nastepnie

zlicza sie wystawione palce i poczawszy od pewnej osoby odlicza kolejno ich liczbe

jak w wyliczance.

a) Niech s = 2. Czy w tej sytuacji losowanie jest nietendencyjne? Czy szanse na
wylosowanie danej osoby zalezg od tego, od kogo zaczyna sie odliczaé?

b) Wykaz, ze dla s = 5 szanse kazdej osoby nie zaleza od tego, od kogo zaczyna
sie odliczad.

c) Wykaz, ze w przypadku s = 6 losowanie ,marynarzem” nie daje osobom
réwnych szans.

d) Czy s3 inne liczby oséb, przy ktérych losowanie ,marynarzem” jest tez ten-
dencyjne?

Zalézmy, ze s = 2. Kazda z 0s6b moze wystawi¢ od 1 do 5 palcéw.
Przyjmujemy, ze o tym, ile palcéw wystawia kazda z osdb rozstrzyga przy-
padek i ze dla kazdej z o0s6b, kazda liczba od 1 do 5 moze byé z jed-
nakowym prawdopodobienstwem wystawiona przez te osobe. Ten postulat
»jednakowego prawdopodobienstwa” wydaje sie by¢é w tej sytuacji natu-
ralny. Wystawianie palcéw prawej reki przez dwie osoby jest zatem do-
$wiadczeniem losowym. Wspomniany postulat pozwala nam okresli¢ jego mo-
del probabilistyczny. Po-

. . 1 2 3 4 5 «— liczba palcow

numerujmy osoby. Kazde
. 112131456 wskazanych przez

oczko w tabeli na rys. ;

. , 2131415 (6]| 7 plerwszg osobe
3.6 mozna interpretowac
. . s 3145|678
jako wynik tego do$wiad-

. Lo 41516|718]9

czenia. W przecieciu sie
. . . . 51671819110
j-tego wiersza i k-tej ko- |

lumny wpisano sume
liczb palcéw wskazanych
przez obie osoby. rys. 3.6.

liczba palcow wskazanych przez drugg osobe
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Zalbézmy, ze odliczanie rozpocznie sie od pierwszej osoby i rozwazmy zda-
rzenie A; = {zostanie wylosowana j-ta osoba}, dla j = 1,2. Sposréd 25 jed-
nakowo prawdopodobnych wynikéw 12 sprzyja zdarzeniu A; a 13 wynikéw
zdarzeniu Ag, a wiec P(A;) < P(Az). W opisanym losowaniu szanse drugiej
osoby sa wieksze niz osoby pierwszej. Losowanie nie jest nietendencyjne.

W losowaniu ,marynarzem” jednej spoérod s osob ponumerowanych od
1 do s przeprowadza sie¢ pewne doswiadczenie losowe. Jego wynik jest s-
wyrazowym ciggiem o wyrazach ze zbioru {1, 2,3,4,5}. Wyraz j-ty ciagu ozna-
cza liczbe palcow wskazanych przez j-ta osobe. Kazdy wynik jest jednakowo
prawdopodobny. Wszystkich wynikéw jest 5°.

Zaldézmy, ze liczba lacznie wystawionych palcéw bedzie odliczana wedlug
numeracji os6b i rozwazmy zdarzenie A; = {zostanie wylosowana j-ta osoba},
dlaj =1,2,...,s. Warunkiem koniecznym na to, aby losowanie bylo nietenden-
cyjne, jest aby kazdemu ze zdarzen A; sprzyjalo tyle samo wynikéw. Liczba
s musi by¢ zatem dzielnikiem liczby 5°. Warunek ten jest spetniony jedynie
w sytuacji gdy s jest naturalna potega liczby 5. Jest to tylko warunek ko-
nieczny. Z tego, ze s jest naturalng potega liczby 5 nie wynika, ze losowanie
jest sprawiedliwe.

Talie 52 kart po potasowaniu rozdzielono na dwa stosy po 26 kart w
kazdym stosie. Oblicz jakie jest prawdopodobienstwo, ze as kier i as pik znajda sie
w tym samym stosie. Ocef poprawno$¢ nastepujacych rozwigzan tego zadania.

Rozwiazanie 1. W talii 52 kart ustalmy dwie karty: asa kier i asa pik. Przeana-

lizujmy jak te dwa asy moga zostaé rozmieszczone w dwéch stosach. W tym celu
postuzmy sie nastepujacym drzewem stochastycznym.

1 1 . . .
) 3 Rozmieszczenie asa pik
| stos Il stos
1 1 1 1 . . .
3 5 ) 5 Rozmieszczenie asa kier
| stos Il stos | stos |l stos
rys. 3.7.

Q = {w1,ws, w3, ws}, gdzie:

w1 —as pik i as kier trafig do stosu I,

w9 —as pik trafi do stosu I, a as kier do stosu II,

w3 —as pik trafi do stosu II, a as kier do stosu I,

wg —as pik i as kier trafig do stosu II.

W modelu opisanym za pomoca drzewa stochastycznego, zdarzeniu A = {obydwa
asy trafia do tego samego stosu} sprzyjaja 2 sposrdd czterech jednakowo praw-
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dopodobnych wynikéw. Zatem P(A) = 1.

Rozwiazanie 2. Zauwazmy, ze aby podzieli¢ talie 52 kart na dwa réwnoliczne
stosy wystarczy z niej wylosowaé 26 kart, pozostate 26 kart potraktujmy jako
drugi stos. Niech ) bedzie zbiorem 26-elementowych podzbioréw zbioru 52 kart.
W tej sytuacji zdarzenie: A = {obydwa asy trafia do tego samego stosu} mozna
przedstawi¢ jako B U C, gdzie
B = {wsréd wylosowanych 26 kart znajda sie: as kier i as pik},
C = {wsréd wylosowanych 26 kart nie bedzie asa kier i asa pik}.
Zadarzenia B i C s3 roztaczne, a wiec 0

4

P(A)=PBUC)=P(B)+P(C)= Esz) +

50
Egg) ~ 0,45 £ 1.

W zacytowanch rozwigzaniach uzyskano rézne wyniki liczbowe. Wynika
stad, ze co najmniej jedno z tych rozwigzan jest bledne. Pojawia sie tu pro-
blem zgodnosci skonstruowanego modelu probabilistycznego z doswiadcze-
niem, o ktérym mowa w zadaniu. W rozwiagzaniu pierwszym w istocie skonstru-
owano model dla rozmieszczania dwéch aséw na dwoch miejscach (stosach), nie
uwzgledniajac pozostatych kart. To rozwigzanie nie jest poprawne, bo model
nie jest wlasciwy. Poprawne jest natomiast rozwiazanie 2.

N oo o
=2}

—

3.5. Prawdopodobienstwo zdarzenia jako narzedzie
rozstrzygania sprawiedliwosci pewnych gier losowych.
Organizacja fazy matematyzacji i fazy interpretacji

Pojecie ,sprawiedliwosci gry” jest pojeciem pozamatematycznym. W tym
rozdziale proponujemy matematyczne kryterium pozwalajace rozstrzygaé
sprawiedliwo$é¢ pewnych gier losowych. Chodzi tu o gry, w ktorych uczest-
niczy ustalona liczba graczy. Kazdy z graczy stawia na zdarzenie (kazdy na
inne) zwiazane z do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze. Zdarze-
nia, na ktore gracze stawiaja, tworzg uktad zupelny zdarzen. Tego typu gra jest
sprawiedliwa, jesli prawdopodobienstwa wszystkich zdarzen, na ktére gracze
stawiaja, sa réwne. Prawdopodobienistwo zdarzenia jest tu wiec matematycz-
nym narzedziem rozstrzygania, a najpierw definiowania sprawiedliwosci gry
losowe;j.

Chodzi tu o szczegdlny typ gry losowej, rézniacej sie od gier typu ,lotto”,
gdzie liczba graczy jest nieograniczona i kazdy gracz moze stawia¢ na dowolne
zdarzenie zwiazane z doSwiadczeniem przeprowadzanym w grze.

W urnie jest b kul biatych, ¢ czarnych i jedna zielona. W grze, w ktdrej
uczestniczy trzech graczy: G4, Gp i G¢, losuje sie jednoczesnie dwie kule z
tej urny. Jedli obie wylosowane kule sg biate, to zwycieza gracz G 4, jesli obie
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wylosowane kule sg czarne, to zwycieza gracz G, a gdy wylosowane kule s3

réznych koloréw, to zwycieza gracz G¢.

a) Niech b = ¢ = 2. Dla kazdego z graczy oblicz prawdopodobienstwo, ze on
zwyciezy w takiej grze.

b) Rozstrzygnij, czy istnieja takie liczby b i ¢, dla ktérych gra jest sprawiedliwa?
Jak nalezy rozumie¢ sprawiedliwo$é takiej gry?

W drugiej czesci zadania nalezy zbadaé, czy istnieja takie liczby b i ¢, aby
gra byla sprawiedliwa. Jest oczywiste, ze w urnie muszg by¢ co najmniej dwie
kule biate i co najmniej dwie kule czarne. Oznaczmy wyniki losowania dwu
kul:

wp — obie wylosowane kule beda biate,

wi — obie wylosowane kule beds czarne.

w9 — jedna wylosowana kula bedzie biata i jedna czarna,

w3 — jedna wylosowana kula bedzie biata i jedna zielona,

wq — jedna wylosowana kula bedzie czarna i jedna zielona,

Przy tej umowie Q = {wp,w1,ws,ws,ws}. Rozklad prawdopodobienstwa na
zbiorze € jest funkcja p, okreélong nastepujaco:

b1 _ el
PO = e e MY T Bt e
2bc 2b
pw2) = Grer Db+ p(ws) = (b+c+1)(b+c)
2c

Pes) = ey o T o

7 do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze zwiazmy nastepujace
zdarzenia:

A = {obie wylosowane kule beda biale},

B = {obie wylosowane kule beda czarne},

C = {Kazda z dwu wylosowanych kul bedzie innego koloru}.

W przestrzeni probabilistycznej (€2, p) mamy: A = {wg}, B = {w1}, C =
{wa, w3, w4}, a wiec

b(b—1) B cle—1)
(b+c+1)(b+c)’ P(B) = (b+c+1)(b+c)’
2bc + 2b + 2c¢
(b+c+1)b+ec)

P(A) =

P(C) =

Aby gra byla sprawiedliwa musi zachodzié¢ réwnosé: P(A) = P(B) =
P(C) = %, z ktorej uzyskujemy nastepujacy uklad warunkéw:
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{ P(A) = P(C),

P(B) = P(C),

prowadzacy do nastepujacego ukladu réwnan:

b2 — 2bc — 3b — 2¢ = 0,
2 —2bc — 3¢ —2b=0.

Ostatni uktad réwnan nie ma rozwiazania w zbiorze liczb catkowitych do-
datnich, a wiec nie istniejg takie liczby b i ¢, dla ktorych gra jest sprawiedliwa.

Oto inna, prostsza argumentacja. Z faktu iz P(A) = P(B) wynika, iz a = c.
7 tego, ze P(A) = P(C) wynika réwnanie b?+5b = 0, ktére nie ma rozwiazania
w zbiorze liczb catkowitych dodatnich.

W zadaniu chodzi o poszukiwanie wartosci parametrow, przy ktorych praw-
dopodobienstwa pewnych zdarzen spetniaja okreslone warunki. Przedstawimy
jeszcze kilka zadan, w rozwiazaniach ktorych rowniez wyznacza sie pewne pa-
rametry.

W urnie U s3 3 kule biate i 6 czarnych, a w urnie V' — 4 kule czarne i
4 biate. W grze losuje sie jednoczesnie dwie kule z jednej z tych urn. Zwyciezasz,
gdy wylosowane kule s3 jednakowego koloru, gdy sa to kule réznych koloréw —
zwycieza twdj przeciwnik w grze. Masz prawo zdecydowa¢, z ktérej urny beda
losowane kule. Jaka podejmiesz w tej sytuacji decyzje? Odpowiedz uzasadnij.

W urnie jest 6 kul czarnych i dwie biate. W grze, w ktdrej uczestniczy dwéch
graczy: G4 i Gp, losuje sie jednoczesnie dwie kule z tej urny. Jesli wylosowane kule
sg tego samego koloru, to zwycieza gracz G4, gdy wylosowane kule s3 réznych
koloréw to zwycieza gracz G p.

a) Dla kazdego z graczy oblicz prawdopodobienstwo jego zwyciestwa.

b) lle nalezy dotozy¢ kul biatych do powyzszej urny, aby szanse graczy byty réwne?

Rozwazmy nastepujaca gre z udziatem trzech graczy: G4, G i Go. W
urnie znajduje sie n kul biatych, 2n czarnych i 3n zielonych. Z tej urny losuje
sie trzy kule. Jedli wylosowane kule s3 tego samego koloru, to zwycieza gracz
G 4, gdy kazda innego koloru gracz G, w pozostatych przypadkach gracz Gc¢.
Rozstrzygnij, czy taka gra jest sprawiedliwa.

7 do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze zwiazmy nastepujace
zdarzenia:

A = {wszystkie wylosowane kule beda tego samego koloru},

B = {kazda z wylosowanych kul bedzie innego koloru},

C = {dwie wylosowane kule beda tego samego koloru, jedna innego}.

Prawdopodobienstwa zdarzen wynosza odpowiednio:
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6n —Tn+2 612
(6n — 2)(6n — 1)’ PB) = (6n — 2)(6n — 1)’
14n? — 11n
(6n —2)(6n —1)

W opisanej grze zwyciezy gracz G 4, gdy zajdzie zdarzenie A, zwyciezy
gracz Gp, gdy zajdzie zdarzenie B, zwyciezy gracz G¢, gdy zajdzie zdarzenie
C'. Nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n jest P(B) > P(A),
a wiec gra nie jest sprawiedliwa.

W urnie znajduja sie kule czarne i biate. W grze z udziatem dwéch gra-

czy: G i Gp, losuje sie dwa razy bez zwracania kule z tej urny. Jesli obydwie

wylosowane kule beda czarne, to zwycieza gracz G4, w pozostatych przypadkach

zwycieza gracz G .

a) lle co najmniej kul czarnych powinno by¢ w urnie, aby taka gra byta sprawie-
dliwa?

b) Odpowiedz na powyzsze pytanie, w sytuacji gdy wiadomo, ze liczba kul biatych
jest parzysta.

P(A) =

P(C) =

Rozwaz analgiczne problemy, jak w poprzednim zadaniu, w sytuacji gdy
kule losowane s3 ze zwracaniem.

Oznaczmy przez c liczbe kul czarnych a przez b liczbe kul biatych. Za-
uwazmy, ze ¢ € Na, b € Ni.
Rozwazmy zdarzenie A = {wylosowane kule beda czarne}.
Gra bedzie sprawiedliwa, jesli spelniony bedzie nastepujacy warunek:
clc—1) 1

P =y~ 2

20+ 1+ 82 +1
. Wy-

Obliczajac ¢ z ostatniego warunku otrzymujemy ¢ =
znaczajac najmniejsza naturalng warto$é funkcji ¢ zmiennej b otrzymujemy
c=3ib=1.

W sytuacji, gdy liczba kul bialych jest parzysta, rozwigzanie uzyskujemy
przyjmujac b = 2n, gdzie n € Ni. Stad

_An+1+v32n2+1

c(n) :

Postepujac jak poprzednio dostajemy n = 3, co daje b=61i c = 15.
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W urnie jest n kul, wéréd ktérych 6 jest biatych.

a) lle co najwyzej kul moze by¢ w urnie, aby przy dwukrotnym losowaniu bez
zwracania kuli z tej urny, prawdopodobienstwo dwukrotnego wylosowania kuli
biatej byto wieksze od %

b) lle co najwyzej moze by¢ kul w urnie, aby przy dwukrotnym losowaniu ze
zwracaniem kuli z tej urny prawdopodobienstwo wylosowania dwu kul biatych
byto wieksze od %

Zostate$ zaproszony do gry, w ktérej rekwizytem sg dwie urny Uy i Us.
W urnie U; jest 5 kul: trzy o numerze 2, jedna o numerze 4 i jedna o numerze
5. W urnie Uy jest osiem kul: pie¢ z numerem 3 i trzy z numerem 1. Z tych dwu
urn mozesz wybrac¢ sobie jedng, druga bierze twdj przeciwnik. Kazdy z was losuje
kule ze swojej urny. Numer wylosowanej kuli to wylosowana liczba. Zwycieza ten,
kto wylosuje wiekszg liczbe. Czy skorzystatbys$ z prawa pierwszenstwa, gdy chodzi
o wybér urny? Ktéra z urn wybierzesz i dlaczego? Jak zmieni¢ sktad kul w urnie
U, aby szanse wygranej dla kazdego z graczy byty jednakowe?

Dane s3 trzy urny: urna U; z jedng kulg o numerze 6 i dwiema kulami o
numerze 1, urna Us z jedna kula o numerze 0 i dwiema kulami o numerze 4, urna
Us; z jedna kulg o numerze 2 i dwiema kulami o numerze 3.

a) Sposrdéd dwu urn: Uy i Uy masz prawo wybraé sobie jedna, druga bierze Twoj
przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje kule ze swojej urny. Numer wylosowane;j
kuli to wylosowana liczba. Zwycieza ten, kto wylosuje wieksza liczbe. Na wybér
ktérej urny sie zdecydujesz i dlaczego?

b) Masz prawo wybraé sobie jedna z trzech urn, jedna z dwu pozostatych wy-
bierze sobie Twdj przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje nastepnie liczbe i
zwycieza ten, kto wylosuje liczbe wieksza. Czy jest wéréd tych urn najlep-
sza? Czy prawo pierwszenstwa jest w tej sytuacji dla Ciebie przywilejem? Jak
uzasadnisz odpowiedzi na gruncie rachunku prawdopodobieristwa?

Zalézmy, ze wybralem urne Uj, przeciwnik ma wiec urne Us,. Para (€, p)
okreslona w rozwiazaniu zadania 2.31 (str. 51) jest modelem probabilistycznym
omawianego doswiadczenia losowego. Rozwazmy zdarzenie:

A = {numer kuli wylosowanej z urny Uy bedzie wigkszy od numeru kuli
wylosowanej z urny Us}, oraz

B = {numer kuli wylosowanej z urny Uy bedzie mniejszy od numeru kuli
wylosowanej z urny Us.}

W modelu probabilistycznym (2, p) jest: A = {10,60,64}, B = {14} a
wiec P(A) = 31 P(B) = 4. Mamy tu P(A) > P(B), a wiec szanse gracza,
ktéry wybral urne U; sa wigksze od szans jego przeciwnika. Urne U; mozna
w opisanej sytuacji nazwa¢ ,lepsza”’ od urny Us. Wynika stad, ze gracz, ktory
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pierwszy wybiera urne powinien powinien wybraé¢ urne Uj.

Aby odpowiedzi¢ na pytanie w zadaniu 3.33b) nalezy rozstrzygnaé, czy
istnieje wsréd tych trzech urn najlepsza, a wiec taka, ktorej wybér daje wieksze
szanse na zwyciestwo niezaleznie od tego, ktora z pozostalych urn wybierze
przeciwnik. Postepujac analogicznie jak poprzednio stwierdzamy, ze urna Us
jest Llepsza” od urny Us, a urna Uz ,lepsza” od U;. Wéréd tych urn nie
ma zatem najlepszej. Wynika stad, ze gracz wybierajacy urne jako drugi jest
w lepszej sytuacji. Niezaleznie od tego jaka urne wybierze pierwszy gracz,
gracz drugi moze spoérdd pozostalych urn wybraé sobie urne ,lepsza”. Prawo
pierwszenstwa nie jest w tej sytuacji przywilejem.

3.6. Prawdopodobienstwo w przeliczalnych przestrzeniach
probabilistycznych

W tym paragrafie przedstawimy serie zadan dotyczacych obliczania praw-
dopodobienstwa zdarzenia w przeliczalnych, a wiec nieskonczonych przestrze-
niach probabilistycznych.

Rzut moneta powtarzany jest tak dtugo az wyniki trzech ostatnich rzutéw
utworzg serie oro.
a) Okresl model probabilistyczny tego czekania na serie oro.
b) W tym modelu probabilistycznym oblicz prawdopodobieistwa nastepujacych
zdarzen zwigzanych z czekaniem na serie oro:
A = {serie oro poprzedza same reszki},
B = {seria oro pojawi sie po pieciu rzutach moneta},
C,, = {seria oro pojawi si¢ po n rzutach moneta},
D = {seria oro zostanie uzyskana po co najmniej czterech rzutach}.
E = {przed uzyskaniem serii oro ani raz nie wypadnie orzel},
F = {serie oro poprzedza co najwyzej cztery reszki i nie poprzedzi jej
zaden orzel},
G = {seria oro zostanie w ogdle uzyskana}.

Przestrzen probabilistyczna, bedaca modelem czekania na serie oro, jest
para (€2, p), gdzie  jest zbiorem ciagéw o wyrazach ze zbioru {o,r}, co naj-
mniej trzywyrazowych i takich, ze trzy ostatnie wyrazy tworza serie oro i
zadne trzy kolejne wczesniejsze wyrazy nie tworzg tej serii, a funkcja p przy-
pisuje kazdemu takiemu ciagowi liczbe (%)", jesli n jest dlugoscig tego ciagu.

Niech r,oro oznacza ciag ortéw i reszek, w ktérym n poczatkowych wyra-
z6w to 1 a kolejne trzy tworza serie oro. W przestrzeni probabilistycznej (€2, p)
zdarzenie A jest zbiorem ciagdéw postaci ryoro, gdzie n = 1,2,3,... . Mamy



