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sposob ustawione, na zatozenie: o ustawieniu 0s6b zdecydowalo nietendencyjne
losowanie. Latwo sprawdzi¢, ze przy nowym zatozeniu kazdy z trzech opisanych
sposobdéw mozna zastapi¢ jednym z dwu pozostatych.

Zaproponuj nietendencyjne losowanie za pomocg zapatek k£ osobowej de-
legacji sposréd s osbb. Poprawnos¢ zaproponowanej metody uzasadnij formutujac
i rozwigzujac odpowiednie zadanie z rachunku prawdopodobienstwa.

Z grona s 0s6b (s>1) trzeba wylosowaé jedna dajac kazdej réwne szanse.

Postanowiono to robi¢ za pomoca ,marynarza” (por. zad. 1.30). Kazda z s os6b

na dany znak jednoczes$nie wystawia pewnga liczbe palcéw jednej reki. Nastepnie

zlicza sie wystawione palce i poczawszy od pewnej osoby odlicza kolejno ich liczbe

jak w wyliczance.

a) Niech s = 2. Czy w tej sytuacji losowanie jest nietendencyjne? Czy szanse na
wylosowanie danej osoby zalezg od tego, od kogo zaczyna sie odliczaé?

b) Wykaz, ze dla s = 5 szanse kazdej osoby nie zaleza od tego, od kogo zaczyna
sie odliczad.

c) Wykaz, ze w przypadku s = 6 losowanie ,marynarzem” nie daje osobom
réwnych szans.

d) Czy s3 inne liczby oséb, przy ktérych losowanie ,marynarzem” jest tez ten-
dencyjne?

Zalézmy, ze s = 2. Kazda z 0s6b moze wystawi¢ od 1 do 5 palcéw.
Przyjmujemy, ze o tym, ile palcéw wystawia kazda z osdb rozstrzyga przy-
padek i ze dla kazdej z o0s6b, kazda liczba od 1 do 5 moze byé z jed-
nakowym prawdopodobienstwem wystawiona przez te osobe. Ten postulat
»jednakowego prawdopodobienstwa” wydaje sie by¢é w tej sytuacji natu-
ralny. Wystawianie palcéw prawej reki przez dwie osoby jest zatem do-
$wiadczeniem losowym. Wspomniany postulat pozwala nam okresli¢ jego mo-
del probabilistyczny. Po-
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Zalbézmy, ze odliczanie rozpocznie sie od pierwszej osoby i rozwazmy zda-
rzenie A; = {zostanie wylosowana j-ta osoba}, dla j = 1,2. Sposréd 25 jed-
nakowo prawdopodobnych wynikéw 12 sprzyja zdarzeniu A; a 13 wynikéw
zdarzeniu Ag, a wiec P(A;) < P(Az). W opisanym losowaniu szanse drugiej
osoby sa wieksze niz osoby pierwszej. Losowanie nie jest nietendencyjne.

W losowaniu ,marynarzem” jednej spoérod s osob ponumerowanych od
1 do s przeprowadza sie¢ pewne doswiadczenie losowe. Jego wynik jest s-
wyrazowym ciggiem o wyrazach ze zbioru {1, 2,3,4,5}. Wyraz j-ty ciagu ozna-
cza liczbe palcow wskazanych przez j-ta osobe. Kazdy wynik jest jednakowo
prawdopodobny. Wszystkich wynikéw jest 5°.

Zaldézmy, ze liczba lacznie wystawionych palcéw bedzie odliczana wedlug
numeracji os6b i rozwazmy zdarzenie A; = {zostanie wylosowana j-ta osoba},
dlaj =1,2,...,s. Warunkiem koniecznym na to, aby losowanie bylo nietenden-
cyjne, jest aby kazdemu ze zdarzen A; sprzyjalo tyle samo wynikéw. Liczba
s musi by¢ zatem dzielnikiem liczby 5°. Warunek ten jest spetniony jedynie
w sytuacji gdy s jest naturalna potega liczby 5. Jest to tylko warunek ko-
nieczny. Z tego, ze s jest naturalng potega liczby 5 nie wynika, ze losowanie
jest sprawiedliwe.

Talie 52 kart po potasowaniu rozdzielono na dwa stosy po 26 kart w
kazdym stosie. Oblicz jakie jest prawdopodobienstwo, ze as kier i as pik znajda sie
w tym samym stosie. Ocef poprawno$¢ nastepujacych rozwigzan tego zadania.

Rozwiazanie 1. W talii 52 kart ustalmy dwie karty: asa kier i asa pik. Przeana-

lizujmy jak te dwa asy moga zostaé rozmieszczone w dwéch stosach. W tym celu
postuzmy sie nastepujacym drzewem stochastycznym.

1 1 . . .
) 3 Rozmieszczenie asa pik
| stos Il stos
1 1 1 1 . . .
3 5 ) 5 Rozmieszczenie asa kier
| stos Il stos | stos |l stos
rys. 3.7.

Q = {w1,ws, w3, ws}, gdzie:

w1 —as pik i as kier trafig do stosu I,

w9 —as pik trafi do stosu I, a as kier do stosu II,

w3 —as pik trafi do stosu II, a as kier do stosu I,

wg —as pik i as kier trafig do stosu II.

W modelu opisanym za pomoca drzewa stochastycznego, zdarzeniu A = {obydwa
asy trafia do tego samego stosu} sprzyjaja 2 sposrdd czterech jednakowo praw-
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dopodobnych wynikéw. Zatem P(A) = 1.

Rozwiazanie 2. Zauwazmy, ze aby podzieli¢ talie 52 kart na dwa réwnoliczne
stosy wystarczy z niej wylosowaé 26 kart, pozostate 26 kart potraktujmy jako
drugi stos. Niech ) bedzie zbiorem 26-elementowych podzbioréw zbioru 52 kart.
W tej sytuacji zdarzenie: A = {obydwa asy trafia do tego samego stosu} mozna
przedstawi¢ jako B U C, gdzie
B = {wsréd wylosowanych 26 kart znajda sie: as kier i as pik},
C = {wsréd wylosowanych 26 kart nie bedzie asa kier i asa pik}.
Zadarzenia B i C s3 roztaczne, a wiec 0

4

P(A)=PBUC)=P(B)+P(C)= Esz) +

50
Egg) ~ 0,45 £ 1.

W zacytowanch rozwigzaniach uzyskano rézne wyniki liczbowe. Wynika
stad, ze co najmniej jedno z tych rozwigzan jest bledne. Pojawia sie tu pro-
blem zgodnosci skonstruowanego modelu probabilistycznego z doswiadcze-
niem, o ktérym mowa w zadaniu. W rozwiagzaniu pierwszym w istocie skonstru-
owano model dla rozmieszczania dwéch aséw na dwoch miejscach (stosach), nie
uwzgledniajac pozostatych kart. To rozwigzanie nie jest poprawne, bo model
nie jest wlasciwy. Poprawne jest natomiast rozwiazanie 2.

N oo o
=2}

—

3.5. Prawdopodobienstwo zdarzenia jako narzedzie
rozstrzygania sprawiedliwosci pewnych gier losowych.
Organizacja fazy matematyzacji i fazy interpretacji

Pojecie ,sprawiedliwosci gry” jest pojeciem pozamatematycznym. W tym
rozdziale proponujemy matematyczne kryterium pozwalajace rozstrzygaé
sprawiedliwo$é¢ pewnych gier losowych. Chodzi tu o gry, w ktorych uczest-
niczy ustalona liczba graczy. Kazdy z graczy stawia na zdarzenie (kazdy na
inne) zwiazane z do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze. Zdarze-
nia, na ktore gracze stawiaja, tworzg uktad zupelny zdarzen. Tego typu gra jest
sprawiedliwa, jesli prawdopodobienstwa wszystkich zdarzen, na ktére gracze
stawiaja, sa réwne. Prawdopodobienistwo zdarzenia jest tu wiec matematycz-
nym narzedziem rozstrzygania, a najpierw definiowania sprawiedliwosci gry
losowe;j.

Chodzi tu o szczegdlny typ gry losowej, rézniacej sie od gier typu ,lotto”,
gdzie liczba graczy jest nieograniczona i kazdy gracz moze stawia¢ na dowolne
zdarzenie zwiazane z doSwiadczeniem przeprowadzanym w grze.

W urnie jest b kul biatych, ¢ czarnych i jedna zielona. W grze, w ktdrej
uczestniczy trzech graczy: G4, Gp i G¢, losuje sie jednoczesnie dwie kule z
tej urny. Jedli obie wylosowane kule sg biate, to zwycieza gracz G 4, jesli obie
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wylosowane kule sg czarne, to zwycieza gracz G, a gdy wylosowane kule s3

réznych koloréw, to zwycieza gracz G¢.

a) Niech b = ¢ = 2. Dla kazdego z graczy oblicz prawdopodobienstwo, ze on
zwyciezy w takiej grze.

b) Rozstrzygnij, czy istnieja takie liczby b i ¢, dla ktérych gra jest sprawiedliwa?
Jak nalezy rozumie¢ sprawiedliwo$é takiej gry?

W drugiej czesci zadania nalezy zbadaé, czy istnieja takie liczby b i ¢, aby
gra byla sprawiedliwa. Jest oczywiste, ze w urnie muszg by¢ co najmniej dwie
kule biate i co najmniej dwie kule czarne. Oznaczmy wyniki losowania dwu
kul:

wp — obie wylosowane kule beda biate,

wi — obie wylosowane kule beds czarne.

w9 — jedna wylosowana kula bedzie biata i jedna czarna,

w3 — jedna wylosowana kula bedzie biata i jedna zielona,

wq — jedna wylosowana kula bedzie czarna i jedna zielona,

Przy tej umowie Q = {wp,w1,ws,ws,ws}. Rozklad prawdopodobienstwa na
zbiorze € jest funkcja p, okreélong nastepujaco:

b1 _ el
PO = e e MY T Bt e
2bc 2b
pw2) = Grer Db+ p(ws) = (b+c+1)(b+c)
2c

Pes) = ey o T o

7 do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze zwiazmy nastepujace
zdarzenia:

A = {obie wylosowane kule beda biale},

B = {obie wylosowane kule beda czarne},

C = {Kazda z dwu wylosowanych kul bedzie innego koloru}.

W przestrzeni probabilistycznej (€2, p) mamy: A = {wg}, B = {w1}, C =
{wa, w3, w4}, a wiec

b(b—1) B cle—1)
(b+c+1)(b+c)’ P(B) = (b+c+1)(b+c)’
2bc + 2b + 2c¢
(b+c+1)b+ec)

P(A) =

P(C) =

Aby gra byla sprawiedliwa musi zachodzié¢ réwnosé: P(A) = P(B) =
P(C) = %, z ktorej uzyskujemy nastepujacy uklad warunkéw:
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{ P(A) = P(C),

P(B) = P(C),

prowadzacy do nastepujacego ukladu réwnan:

b2 — 2bc — 3b — 2¢ = 0,
2 —2bc — 3¢ —2b=0.

Ostatni uktad réwnan nie ma rozwiazania w zbiorze liczb catkowitych do-
datnich, a wiec nie istniejg takie liczby b i ¢, dla ktorych gra jest sprawiedliwa.

Oto inna, prostsza argumentacja. Z faktu iz P(A) = P(B) wynika, iz a = c.
7 tego, ze P(A) = P(C) wynika réwnanie b?+5b = 0, ktére nie ma rozwiazania
w zbiorze liczb catkowitych dodatnich.

W zadaniu chodzi o poszukiwanie wartosci parametrow, przy ktorych praw-
dopodobienstwa pewnych zdarzen spetniaja okreslone warunki. Przedstawimy
jeszcze kilka zadan, w rozwiazaniach ktorych rowniez wyznacza sie pewne pa-
rametry.

W urnie U s3 3 kule biate i 6 czarnych, a w urnie V' — 4 kule czarne i
4 biate. W grze losuje sie jednoczesnie dwie kule z jednej z tych urn. Zwyciezasz,
gdy wylosowane kule s3 jednakowego koloru, gdy sa to kule réznych koloréw —
zwycieza twdj przeciwnik w grze. Masz prawo zdecydowa¢, z ktérej urny beda
losowane kule. Jaka podejmiesz w tej sytuacji decyzje? Odpowiedz uzasadnij.

W urnie jest 6 kul czarnych i dwie biate. W grze, w ktdrej uczestniczy dwéch
graczy: G4 i Gp, losuje sie jednoczesnie dwie kule z tej urny. Jesli wylosowane kule
sg tego samego koloru, to zwycieza gracz G4, gdy wylosowane kule s3 réznych
koloréw to zwycieza gracz G p.

a) Dla kazdego z graczy oblicz prawdopodobienstwo jego zwyciestwa.

b) lle nalezy dotozy¢ kul biatych do powyzszej urny, aby szanse graczy byty réwne?

Rozwazmy nastepujaca gre z udziatem trzech graczy: G4, G i Go. W
urnie znajduje sie n kul biatych, 2n czarnych i 3n zielonych. Z tej urny losuje
sie trzy kule. Jedli wylosowane kule s3 tego samego koloru, to zwycieza gracz
G 4, gdy kazda innego koloru gracz G, w pozostatych przypadkach gracz Gc¢.
Rozstrzygnij, czy taka gra jest sprawiedliwa.

7 do$wiadczeniem losowym przeprowadzanym w grze zwiazmy nastepujace
zdarzenia:

A = {wszystkie wylosowane kule beda tego samego koloru},

B = {kazda z wylosowanych kul bedzie innego koloru},

C = {dwie wylosowane kule beda tego samego koloru, jedna innego}.

Prawdopodobienstwa zdarzen wynosza odpowiednio:
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6n —Tn+2 612
(6n — 2)(6n — 1)’ PB) = (6n — 2)(6n — 1)’
14n? — 11n
(6n —2)(6n —1)

W opisanej grze zwyciezy gracz G 4, gdy zajdzie zdarzenie A, zwyciezy
gracz Gp, gdy zajdzie zdarzenie B, zwyciezy gracz G¢, gdy zajdzie zdarzenie
C'. Nietrudno zauwazy¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n jest P(B) > P(A),
a wiec gra nie jest sprawiedliwa.

W urnie znajduja sie kule czarne i biate. W grze z udziatem dwéch gra-

czy: G i Gp, losuje sie dwa razy bez zwracania kule z tej urny. Jesli obydwie

wylosowane kule beda czarne, to zwycieza gracz G4, w pozostatych przypadkach

zwycieza gracz G .

a) lle co najmniej kul czarnych powinno by¢ w urnie, aby taka gra byta sprawie-
dliwa?

b) Odpowiedz na powyzsze pytanie, w sytuacji gdy wiadomo, ze liczba kul biatych
jest parzysta.

P(A) =

P(C) =

Rozwaz analgiczne problemy, jak w poprzednim zadaniu, w sytuacji gdy
kule losowane s3 ze zwracaniem.

Oznaczmy przez c liczbe kul czarnych a przez b liczbe kul biatych. Za-
uwazmy, ze ¢ € Na, b € Ni.
Rozwazmy zdarzenie A = {wylosowane kule beda czarne}.
Gra bedzie sprawiedliwa, jesli spelniony bedzie nastepujacy warunek:
clc—1) 1

P =y~ 2

20+ 1+ 82 +1
. Wy-

Obliczajac ¢ z ostatniego warunku otrzymujemy ¢ =
znaczajac najmniejsza naturalng warto$é funkcji ¢ zmiennej b otrzymujemy
c=3ib=1.

W sytuacji, gdy liczba kul bialych jest parzysta, rozwigzanie uzyskujemy
przyjmujac b = 2n, gdzie n € Ni. Stad

_An+1+v32n2+1

c(n) :

Postepujac jak poprzednio dostajemy n = 3, co daje b=61i c = 15.
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W urnie jest n kul, wéréd ktérych 6 jest biatych.

a) lle co najwyzej kul moze by¢ w urnie, aby przy dwukrotnym losowaniu bez
zwracania kuli z tej urny, prawdopodobienstwo dwukrotnego wylosowania kuli
biatej byto wieksze od %

b) lle co najwyzej moze by¢ kul w urnie, aby przy dwukrotnym losowaniu ze
zwracaniem kuli z tej urny prawdopodobienstwo wylosowania dwu kul biatych
byto wieksze od %

Zostate$ zaproszony do gry, w ktérej rekwizytem sg dwie urny Uy i Us.
W urnie U; jest 5 kul: trzy o numerze 2, jedna o numerze 4 i jedna o numerze
5. W urnie Uy jest osiem kul: pie¢ z numerem 3 i trzy z numerem 1. Z tych dwu
urn mozesz wybrac¢ sobie jedng, druga bierze twdj przeciwnik. Kazdy z was losuje
kule ze swojej urny. Numer wylosowanej kuli to wylosowana liczba. Zwycieza ten,
kto wylosuje wiekszg liczbe. Czy skorzystatbys$ z prawa pierwszenstwa, gdy chodzi
o wybér urny? Ktéra z urn wybierzesz i dlaczego? Jak zmieni¢ sktad kul w urnie
U, aby szanse wygranej dla kazdego z graczy byty jednakowe?

Dane s3 trzy urny: urna U; z jedng kulg o numerze 6 i dwiema kulami o
numerze 1, urna Us z jedna kula o numerze 0 i dwiema kulami o numerze 4, urna
Us; z jedna kulg o numerze 2 i dwiema kulami o numerze 3.

a) Sposrdéd dwu urn: Uy i Uy masz prawo wybraé sobie jedna, druga bierze Twoj
przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje kule ze swojej urny. Numer wylosowane;j
kuli to wylosowana liczba. Zwycieza ten, kto wylosuje wieksza liczbe. Na wybér
ktérej urny sie zdecydujesz i dlaczego?

b) Masz prawo wybraé sobie jedna z trzech urn, jedna z dwu pozostatych wy-
bierze sobie Twdj przeciwnik w grze. Kazdy z Was losuje nastepnie liczbe i
zwycieza ten, kto wylosuje liczbe wieksza. Czy jest wéréd tych urn najlep-
sza? Czy prawo pierwszenstwa jest w tej sytuacji dla Ciebie przywilejem? Jak
uzasadnisz odpowiedzi na gruncie rachunku prawdopodobieristwa?

Zalézmy, ze wybralem urne Uj, przeciwnik ma wiec urne Us,. Para (€, p)
okreslona w rozwiazaniu zadania 2.31 (str. 51) jest modelem probabilistycznym
omawianego doswiadczenia losowego. Rozwazmy zdarzenie:

A = {numer kuli wylosowanej z urny Uy bedzie wigkszy od numeru kuli
wylosowanej z urny Us}, oraz

B = {numer kuli wylosowanej z urny Uy bedzie mniejszy od numeru kuli
wylosowanej z urny Us.}

W modelu probabilistycznym (2, p) jest: A = {10,60,64}, B = {14} a
wiec P(A) = 31 P(B) = 4. Mamy tu P(A) > P(B), a wiec szanse gracza,
ktéry wybral urne U; sa wigksze od szans jego przeciwnika. Urne U; mozna
w opisanej sytuacji nazwa¢ ,lepsza”’ od urny Us. Wynika stad, ze gracz, ktory
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pierwszy wybiera urne powinien powinien wybraé¢ urne Uj.

Aby odpowiedzi¢ na pytanie w zadaniu 3.33b) nalezy rozstrzygnaé, czy
istnieje wsréd tych trzech urn najlepsza, a wiec taka, ktorej wybér daje wieksze
szanse na zwyciestwo niezaleznie od tego, ktora z pozostalych urn wybierze
przeciwnik. Postepujac analogicznie jak poprzednio stwierdzamy, ze urna Us
jest Llepsza” od urny Us, a urna Uz ,lepsza” od U;. Wéréd tych urn nie
ma zatem najlepszej. Wynika stad, ze gracz wybierajacy urne jako drugi jest
w lepszej sytuacji. Niezaleznie od tego jaka urne wybierze pierwszy gracz,
gracz drugi moze spoérdd pozostalych urn wybraé sobie urne ,lepsza”. Prawo
pierwszenstwa nie jest w tej sytuacji przywilejem.

3.6. Prawdopodobienstwo w przeliczalnych przestrzeniach
probabilistycznych

W tym paragrafie przedstawimy serie zadan dotyczacych obliczania praw-
dopodobienstwa zdarzenia w przeliczalnych, a wiec nieskonczonych przestrze-
niach probabilistycznych.

Rzut moneta powtarzany jest tak dtugo az wyniki trzech ostatnich rzutéw
utworzg serie oro.
a) Okresl model probabilistyczny tego czekania na serie oro.
b) W tym modelu probabilistycznym oblicz prawdopodobieistwa nastepujacych
zdarzen zwigzanych z czekaniem na serie oro:
A = {serie oro poprzedza same reszki},
B = {seria oro pojawi sie po pieciu rzutach moneta},
C,, = {seria oro pojawi si¢ po n rzutach moneta},
D = {seria oro zostanie uzyskana po co najmniej czterech rzutach}.
E = {przed uzyskaniem serii oro ani raz nie wypadnie orzel},
F = {serie oro poprzedza co najwyzej cztery reszki i nie poprzedzi jej
zaden orzel},
G = {seria oro zostanie w ogdle uzyskana}.

Przestrzen probabilistyczna, bedaca modelem czekania na serie oro, jest
para (€2, p), gdzie  jest zbiorem ciagéw o wyrazach ze zbioru {o,r}, co naj-
mniej trzywyrazowych i takich, ze trzy ostatnie wyrazy tworza serie oro i
zadne trzy kolejne wczesniejsze wyrazy nie tworzg tej serii, a funkcja p przy-
pisuje kazdemu takiemu ciagowi liczbe (%)", jesli n jest dlugoscig tego ciagu.

Niech r,oro oznacza ciag ortéw i reszek, w ktérym n poczatkowych wyra-
z6w to 1 a kolejne trzy tworza serie oro. W przestrzeni probabilistycznej (€2, p)
zdarzenie A jest zbiorem ciagdéw postaci ryoro, gdzie n = 1,2,3,... . Mamy
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wiec A = {roro,rroro,rrroro,...} = {rporo:n =1,2,3,...}, a zatem — z
definicji prawdopodobienstwa — jest:

= I\ N 1\ 1
P(A) = Zp(rnoro) = Z (—) = (—) Z <—) =-.
n=1 n=1 2 2 n=1 2 8

W przestrzeni probabilistycznej (€2, p) jest B = {rroro,rooro, oooro} . Po-
niewaz wszystkie wyniki sprzyjajace zdarzeniu B sa tej samej dlugosci, wiec
sa jednakowo prawdopodobne i B = 3 czyli P(B) =3 - (%)5

Niech ¢, bedzie mocg zbioru C,,. Wszystkie wyniki sprzyjajace zdarzeniu
C,, sa ciagami o dlugosci n, a zatem prawdopodobienstwo kazdego z nich jest
réwne (%)n 7 definicji prawdopodobienstwa dostajemy, ze

P(C) = cn - (%)n

gdzie ¢, jest liczba wynikow sprzyjajacych zdarzeniu C,.

WeZzmy pod uwage zdarzenie przeciwne do zdarzenia D, tj. zdarzenie

D’ = {seria oro pojawi si¢ wczesniej niz po czterech rzutach}.
Zdarzeniu D’ sprzyja tylko wynik oro, a wiec D’ jest zdarzeniem prostym, a
zatem, z definicji prawdopodobienstwa, P(D’) = p(oro) = %. 7 twierdzenia o
prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego (por. zad. 3.5d)) wynika, ze

P(D)=1-P(D)=1-

ool
ool

Zauwazmy, ze E = AU{oro}, a zatem P(E) = P(A)+p(oro) = t+ % = 1.

Poniewaz F' = {oro,roro,rroro,rrroro,rrrroro}, zatem

1 1 1 1 1 31
PF)=-4—+—4—4—=——
F) =5 %6 n e s

Zdarzenie G jest pewne, a zatem P(G) = 1.

Rozwazmy oczekiwanie na serie roo. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzen:
a) A = {seria roo zostanie uzyskana w czterech rzutach},

b) B = {seria roo zostanie uzyskana nie pézniej niz po czwartym rzucie},

c) C = {seria roo zostanie uzyskana nie wczesniej niz po piatym rzucie}.

Znajdz najmniejsza liczbe k rzutéw, przy ktérej prawdopodobienstwo zda-
rzenia Ay = {seria roo zostanie uzyskana nie pézniej niz po k-tym rzucie} jest
wieksze od 0, 4. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia By, = {seria roo zostanie
uzyskana w k-tym rzucie}. Rozwaz analogiczne problemy dla serii oor.
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Niech (£2,p) bedzie przestrzenia probabilistyczna dla oczekiwania na serie
roo. Przestrzen te okreslono w zadaniu 2.52 (str. 70).

7 grafu z rysunku 2.24 wynika, ze:
Az = B = {roo}, a zatem P(Az) = p(roo) = 3 < 0,4,
Ay = A3 U By = A3 U {oroo,rroo}, a wiec

1 1 1 1
P(A4) = P(As) + p(oroo) + p(rroo) = 3 + 16 + 6-1° 0,4,

As = Ay U B3 = Ag U {ooroo, rrroo,orroo,roroo}, a zatem P(As) = P(A4) +
p(00r00) + p(rrroo) + p(orroo) + p(roroo) = 2 < 0,4,
Ag = A5 U Bg = A5 U {000r00, 1777100, 00rT00, OTTT00, TOTT 00, OT0T00, TTOT00},

a wiec
31
P(A4g) = — 4.
(4s) = 7 >0,

Szukane k jest zatem réwne 6.

Jak nietrudno sprawdzi¢ P(B3) = P(B,) = P(B5) = %. Zdarzenia B3, By
i By nie sg réwnoliczne i sa jednakowo prawdopodobne.

W przypadku serii oor mozna skorzysta¢ z rozwiazania zadania dla serii
roo, gdyz modele probabilistyczne doswiadczen losowych d,.q0 1 door 88 izomor-
ficzne. Wynika stad, ze szukane k dla serii oor jest takie samo, jak w przypadku
serii roo.

Kostka szeScienna ma na jednej Sciance liczbe 1, na pozostatych pieciu
liczbe O (zob. rys. 1.13). Rzut taka kostka powtarzany jest tak dtugo, az liczba 1
zostanie wyrzucona dokfadnie 5 razy (czyli az uzyska sie pie¢ , jedynek™). Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzen:
Ay, = {pieé ,jedynek” zostanie uzyskanych w m rzutach}
By, = {pie¢ , jedynek” zostanie uzyskanych nie pézniej niz w m-tym rzucie},
Cy, = {piec ,,jedynek” zostanie uzyskanych nie wezesniej niz w m-tym rzucie},
dlam=25,6,7,... .

W zadaniu mowa jest o schemacie Pascala, w ktorym k£ = 51 u = %.
Rozwazmy ogolniejsze zadanie.

Prawdopodobienstwo sukcesu w prébie Bernoullego jest réwne u, gdzie u €
(0,1). Niech k bedzie ustalong dodatnia liczba naturalna. Préba powtarzana jest
dopéty, dopdki sukces nie zostanie uzyskany k razy. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia: A, = {k sukcesow zostanie uzyskanych w m prébach}, gdzie m jest
ustalong liczba naturalng i m > k.

Zdarzenie A, wiaze si¢ ze schematem Pascala. Model probabilistyczny tego
doswiadczenia okreslono w zadaniu 2.64.
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Zdarzeniu Ay sprzyja tylko jeden wynik, ktéry jest ciagiem k ,jedynek”
(sukceséw). Jego prawdopodobiefistwo wynosi u*, a wiec P(A) = u*.

Wezmy m>k. Wszystkie wyniki sprzyjajace zdarzeniu A,, sa jednakowo
prawdopodobne. Prawdopodobienstwo kazdego jest réwne u” - (1— u)m*k. Z

definicji prawdopodobienstwa zdarzenia wynika zatem, ze
P(Ap) = am - [uk (11— U)m_k]v

gdzie a,, jest liczba wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A,,.

Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzenia w nieskoficzonej przestrzeni
probabilistycznej sprowadza sie do pewnego zagadnienia natury kombinato-
rycznej. Pytanie: lle jest wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A,,?7 zastapmy pyta-
niem:

Na ile sposobéw mozna skonstruowaé m-wyrazowa wariacje zbioru {0,1}, ktérej
ostatnim wyrazem jest liczba 1 i w ktorej jest facznie k wyrazéw réwnych 17

Ostatnie pytanie jest pytaniem o to, na ile sposobéw mozna k—1 ,,jedynek”

rozmieéci¢ na m — 1 miejscach. Dla m > k mamy zatem:

P(An) = (2:;) uF (1 —u)™ k.

Zauwazmy, ze ostatni wzér zachodzi takze w przypadku m = k.
Zdarzenia Ay, Agy1, Akao, ... tworza uktad zupelny zdarzen, a wiec

P( An) =Y P(An) =1,

m=k m=k
skad wynika, ze
= (m—1
Z (k: 1)uk(l —u)™ % =1 dla kazdego u € (0,1).
m=k o
W ten sposéb znalezliSmy sume pewnego szeregu na gruncie rachunku praw-
doopodobienstwa.

Rozwazmy dwa zdarzenia zwigzane z czekaniem na serig¢ or:
A = {seria or zostanie uzyskana w parzystym rzucie},

B = {seria or zostanie uzyskana w nieparzystym rzucie}.

Znajdz prawdopodobienstwa zdarzen A i B.

Rysunek 3.8 prezentuje graf stochastyczny dla ﬁ 0

czekania na serie or. Niech (€2, p) bedzie modelem O
probabilistycznym tego doswiadczenia losowego. @ 0 [o] r [or
Mamy tu rys. 3.8.
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or, ror, Tror, TTrOr, TITTOT,
oor, Troor, TTOOT, TIrTOONT,

Q= 000T, TO0OT, TTOOOT, .. [,
00001,  T0000T,
00000,

za$ funkcja p kazdemu wynikowi zbioru {2 przypisuje liczbe (%)k, gdzie k
jest dlugoscia wyniku (ciagu). W powyzszym przedstawieniu zbioru Q wyniki
sprzyjajace zdarzeniu A znajduja sie w ,nieparzystych kolumnach”. Diugosci
wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A sa kolejnymi liczbami parzystymi. Jest
jeden wynik dtugosci 2 (or), 3 wyniki dtugosci 4 (rror, roor, ooor), 5 wynikéw
dtugosci 6 (rrrror, rrroor, rrooor, roooor, ooooor), itd. Wyniki jednakowej
dhugosci sa jednakowo prawdopodobne, a zatem

P(A) = gl(m _ ) (%)Qm _ (%)2 ni:l(zm —1) (%)mQ .

Do obliczenia sumy ostatniego szeregu wykorzystamy twierdzenie o réz-
niczkowalnosci szeregu funkcyjnego.

o
Zauwazmy, ze Z -1 = LZ dla z € (0,1), oraz
k=1 -
> > / > ' xz Y 1+ 22
(2k — 1)22F—2 = A N ( ) _ .
Z =y =) Ty

Podstawiajac x = % otrzymujemy

N2 1+(3)?° 5
P=(3) =pE e

Zdarzenia A i B sa przeciwne, a wiec P(B) =1— P(A4) = 3.

W niektérych grach losowych z udzialem co najmniej dwoch graczy, poja-
wia sie problem kolejnosci, w jakiej gracze ,wchodza do gry”. Ktérys z graczy
rozpoczyna gre. Nasuwa sie pytanie czy to pierwszenstwo wplywa na szanse
gracza, ktory je uzyskat.

Teoretycznie sa trzy mozliwosci:

a) pierwszenstwo sprawia, ze szanse gracza, ktory je uzyskal, sa wieksze niz
szanse kazdego z pozostalych graczy — moéowimy wtedy, ze prawo pierwszen-
stwa jest przywilejem,

b) pierwszenstwo, gdy chodzi o wejscie do gry nie wplywa na szanse gracza,
c) pierwszenstwo sprawia, ze szanse gracza, ktéry je uzyskal, sa mniejsze.



Prawdopodobienstwo w przeliczalnych przestrzeniach probabilistycznych 123

Przesledzmy kilka sytuacji, w ktérych pojawia sie problem pierwszenstwa
jako przywileju i w ktérych prawdopodobienstwo jest matematycznym narze-
dziem rozstrzygania tego problemu.

Dwaj gracze G4 i Gp rzucaja na przemian monetg a zwycieza ten, kto
pierwszy wyrzuci reszke. Gracz G4 dostat prawo do pierwszego rzutu. Czy to
prawo pierwszenstwa, jakie uzyskat gracz G4, ma wptyw na jego szanse w grze,
a wiec czy jest ono dla gracza przywilejem? Czy jest to gra sprawiedliwa? Jak to
rozstrzygna¢ na gruncie rachunku prawdopodobienstwa?

Nie jest to w istocie matematyczne zadanie. Sformutowane w zadaniu py-
tania nie dotyczg bowiem matematyki. Daja sie one jednak przetlumaczy¢ na
jezyk matematyki a zadanie daje sie rozwiaza¢ na gruncie matematyki. W za-
daniu chodzi o ocene szans kazdego z graczy, a wiec o prawdopodobienstwo
tego, ze w grze zwyciezy gracz GG 4 i prawdopodobienstwo, ze w grze zwyciezy
gracz G g. Obliczanie prawdopodobienstw jest juz trescia matematycznego za-
dania. Zwyciestwo gracza G 4 jest réwnoznaczne z zajSciem zdarzenia

A = {reszka wypadnie po raz pierwszy w nieparzystym rzucie},
zwyciestwo gracza Gp — z zajSciem zdarzenia

B = {reszka wypadnie po raz pierwszy w rzucie parzystym}.

O zdarzeniach A i B byta mowa w zadaniu 3.6. W tym zadaniu chodzi o praw-
dopodobienstwa zdarzen A i B. Sa to zdarzenia zwiazane z oczekiwaniem na
reszke (por. §3.2), a wiec te zdarzenia i ich prawdopodobienstwa nalezy rozpa-
trywa¢ w modelu probabilistycznym oczekiwania na reszke. W tej przestrzeni
probabilistycznej jest A = {w1,ws,ws,...} 1 B = {w2,wy,ws,...}. Przeklad
zadania na jezyk matematyki i zanurzenie zdarzen w odpowiedniej przestrzeni
probabilistycznej jest faza matematyzacji.

Obliczanie prawdopodobienstwa zdarzen A i B stanowi faze rachunkéw.
Ale nie tylko o rachunki tu chodzi. Z rozwigzania zadania 3.6 wynika, ze
P(A) = %,P(B) = % Wielkoéci wyliczonych prawdopodobienstw sa teraz
podstawa do sformutowania odpowiednich wnioskow na temat wyjsciowej, po-
zamatematycznej sytuacji. Prawdopodobienstwa zdarzen A i B nie sg réwne.
Oznacza to, ze szanse graczy w grze nie sg jednakowe, a wiec opisana gra nie
jest sprawiedliwa. Z rachunkéw wynika, ze P(A) > P(B), wiec szanse gracza,
ktory uzyskal prawo do pierwszego rzutu sg wieksze niz szanse jego przeciw-
nika w grze. Prawo pierwszenstwa, ktére uzyskat gracz G 4, daje mu dwa razy
wieksze szanse na zwyciestwo niz ma jego przeciwnik. Ten etap rozwiazywania
pozamatematycznego problemu stanowi faze interpretacji. Tym samym roz-
wigzywanie problemu opisanego w zadaniu 3.40 stato sie ilustracja procesu
stosowania matematyki (por. [104]).
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Trzej gracze G 4, G, G¢ rzucaja moneta w kolejnosdci: G4, G, Go, Ga
itd., az wypadnie reszka. Zwycieza ten z graczy, ktéry pierwszy uzyska reszke. Dla
kazdego z graczy znajdZz prawdopodobienstwo, ze on zwyciezy w opisanej grze.

Nietrudno wykazac, ze w opisanej sytuacji gracz, ktéry uzyskat prawo do
pierwszego rzutu, ma wiecksze szanse niz kazdy z jego przeciwnikéw. Prawdo-
podobienstwa zwyciestwa poszczegdlnych graczy wynoszg odpowiednio %, %,
%. Prawo pierwszenstwa jest w tej sytuacji przywilejem.

Dwaj gracze rzucaja na przemian moneta dopéty, dopdki po orle nie
wypadnie reszka. Gra konczy sie zatem wraz z uzyskaniem serii or. Zwycieza ten z
graczy, ktérego rzut konczy doswiadczenie losowe. Zatézmy, ze gracz G p uzyskat
prawo do pierwszego rzutu. Czy pierwszenstwo, jakie uzyskat gracz G, wptywa
na jego szanse w grze i jak?

Rozwiazanie tego zadania wynika z rozwiazania zadania 3.39. Zajscie zda-
rzenia A, o ktérym tam mowa, jest rownoznaczne ze zwyciestwem gracza G 4,
zajscie zdarzenia B — ze zwycigstwem gracza Gp. Jest P(A) = g iP(B)= %.
Gracz Gp, ktéry rzuca pierwszy, ma zatem mniejsze szanse na zwyciestwo.
Mamy przyktad sytuacji, w ktérej ,dzieki” prawu pierwszenstwa gracz jest w
gorszej sytuacji (ma mniejsze szanse na zwyciestwo w grze niz jego przeciwnik).

W grze z zadania 3.40 czeka sie na reszke, a wiec na serie r dtugoéci 1. W
grze z zadania 3.42 czeka sie na serie dlugosci 2. W tym sensie gra z zadania

3.42 jest pewnym uogdélnieniem gry z zadania 3.40.

Po wymieszaniu 28 odwréconych kamieni domina, dwaj gracze na przemian
wyciagaja po jednym kamieniu a zwycieza ten, kto trafi na pusty dublet (kamien
bez oczek). Czy prawo pierwszenstwa, gdy chodzi o losowanie kamienia domina,
jest dla gracza przywilejem?

Rekwizytem w grze jest talia 52 kart. Po potasowaniu karty zostajg utozone
w stos, rewersami ku gérze. Dwaj gracze, na przemian, biorg kolejne karty ze stosu,
a zwycieza ten, kto pierwszy trafi na asa pik. Czy prawo pierwszenstwa jest w
takiej grze przywilejem dla gracza? Jaka jest odpowiedz na analogiczne pytanie w
sytuacji, gdy rekwizytem jest zestaw 13 kart pikowych?

Nietrudno zauwazy¢, ze zestaw kart mozna w opisanej grze zastapi¢ urna,
w ktorej jest jedna kula czarna i s — 1 kul bialych (s = 52 w pierwszej wersji
gry i s = 13 w wersji drugiej). W [82] (s. 48-49) wykazano za pomoca zasady
indukcji, ze dla kazdego parzystego s gra jest sprawiedliwa. Gdy s jest liczba
nieparzysta, szanse gracza majacego prawo pierwszenstwa sa wieksze od szans
jego przeciwnika.
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W przypadku zadania 3.43 chodzi o s = 28.

Rozwiazania ostatnich zadan pokazuja, ze prawo pierwszenstwa moze
zwiekszaé szanse gracza a wiec by¢ przywilejem (zad. 3.40 i 3.41), zmiejszaé
szanse gracza (zad. 3.42), prawo to moze takze nie wplywaé na szanse gracza
(zad. 3.43). W zadaniu 3.44 pierwszenstwo nie wplywa na szanse gracza, gdy
mowa o pelnej talii kart, zwieksza za$ szanse gracza (ktéry to pierwszenstwo
uzyskal), w przypadku zestawu 13 kart pikowych.

Gre z zadania 3.40 poprzedzmy runda wstepna. Wynik (wstepnego) rzutu
moneta rozstrzyga, ktéry z graczy uzyskuje prawo do pierwszego rzutu. Przyj-
mijmy, ze gdy wypadnie orzet, to wiasciwg gre rozpoczyna G 4, gdy reszka, to
gracz Gg. Czy taka gra jest sprawiedliwa?

Gra z zadania 3.40 nie jest sprawiedliwa. Poprzedzenie gry runda wstepna
sprawia, ze nowa gra jest sprawiedliwa.

Przebieg gry mozna interpretowaé jako bladzenie losowe po grafie stocha-
stycznym z rys. 3.9 Oznaczmy przez A zbiér tras prowadzacych do wezla
[a] a przez B zbior tras prowadzacych do wezta @ Kazdej trasie dlugo-
$ci k ze zbioru A odpowiada dokladnie
jedna trasa tej samej dlugosci w zbio- o @ .
rze B i odwrotnie. Trasy tej samej dhu- /o\
gosci sg jednakowo prawdopodobne, wiec @‘TCT’@
P(A) = P(B) = 3. Gra jest sprawie- 0
dliwa. rys. 3.9.

3.7. Gry Penneya — osobliwe problemy, argumentacje
i paradoksy

Rozwazmy s serii ortéw i reszek: wi,ws, ..., ws, takich, ze zadna z nich nie
zawiera si¢ w innej. Niech m; bedzie dlugoscig serii w; dla j = 1,2,...,5. W
grze uczestniczy s graczy Gi,Ga,...,Gs. Rzut moneta powtarzany jest w grze
tak dlugo, az:

— albo wyniki m; ostatnich rzutéw utworza serie w; i wtedy zwycieza gracz
G,
— albo wyniki mg ostatnich rzutéw utworza serie wo i wtedy zwycieza gracz
Go,
— albo wyniki mg ostatnich rzutéw utworza serie wy i wtedy zwycieza gracz
Gs.
W grze powtarzany jest rzut monetg dopdty, dopdki nie uzyska sie ktorejs
ze wspomnianych serii, a zwycieza gracz G, jesli serii w; doczekano si¢ naj-



